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Résumé

Ce cours présente des éléments de base de I'analyse statistique des données, appliqués
aux expériences de physiques. Il vise plus particulierement le cas des expériences a trés
faible nombre d’observations (faible statistique).

Une premiére partie est consacrée aux concepts de base du calcul des probabilités, qui
constitue le cadre formel sur lequel s’appuie I'analyse statistique. Ce chapitre présente les
principales propriétés des variables aléatoires et de leurs fonctions de distributions, les lois
de convergence, ainsi que quelques distributions de probabilités couramment utilisées en
physique.

Le chapitre suivant est une introduction a I'analyse statistique de la mesure. Il décrit, a partir
des caractéristiques d’'un échantillon statistique, la construction d’estimateurs d’une variable
aléatoire, dans le cadre des théorémes de convergence, ainsi que la détermination
d’intervalles de confiance pour les résultats. Les estimateurs les plus courants sont
présentés.

La derniére partie présente des applications pratiques trés simples illustrant les techniques
d’analyse statistique. Les exemples s’appuient sur des expériences de mesures de
décroissance radioactives a trés faible taux de comptage.

Abstract

This lecture presents basics aspects of statistical data analysis for physics experiments. It is
specially focused on the case of experiments with a very low number of observations (the
case of low statistics).

A first part is devoted to the basis of the probability theory, which is the framework for
statistical analysis. It presents the main properties of random variables and their distribution
functions, the convergence laws, and some of the probability distribution functions that are
often used in physics.

The next chapter is an introduction to statistical analysis. From the characteristics of a
sample of randomly distributed values, it describes how to build an estimator for a random
variable, in the framework of the convergence laws, and the corresponding confidence limits.
The most usual estimators are introduced.

The last chapter shows simple real applications of the techniques presented in the previous
chapter. The examples are taken from experiments measuring radioactive decay
experiments with very low counting rates.
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1. Introduction

La physique décrit la réalité a I'aide de théories (ou de modeéles), qui sont confrontés a
I'expérience, c’est a dire a un ensemble de mesures, qui permettent de valider ou d’invalider
ces théories.

Il est donc essentiel de pouvoir déterminer si le résultat d'une mesure est significatif, ou le
degré de confiance que 'on peut lui accorder.

C’est tout I'objet de I'utilisation de la statistique en physique. L’outil de base de I'analyse
statistique est le calcul des probabilités. Mais chaque probléme est spécifique, et chacun
doit, au regard de son cas particulier, utiliser les méthodes les mieux adaptées.

Les probabilités sont un domaine des mathématiques pures, alors que la statistique est un
domaine des mathématiques appliquées.

Les probabilités permettent de déterminer le comportement de variables aléatoires a partir
des lois de distribution auxquelles ces variables obéissent.

La statistique part d’'une observation, c’est a dire un échantillon de variables aléatoires, et
cherche a retrouver la loi de probabilité correspondante (ou, de fagon plus générale, les
paramétres de cette loi). La statistique donne une interprétation de I'observation : elle n’est
pas exempte d’une certaine subjectivité, surtout dans le domaine des petits nombres.

Il n'est pas possible ici de prétendre étre exhaustif. Ce cours se limite a rappeler les
concepts de base du calcul des probabilités et quelques grandes lignes de l'analyse
statistique. lls sont illustrés par des exemples concernant des expériences a petit nombre de
mesures, pour lesquelles les interprétations sont plus difficiles a donner.

Parmi les points qui ne sont pas abordés ici, les plus importants sont les tests d’hypothéses
(qui découlent le la théorie de la décision) et le cas des régressions (ajustement de courbes).
De plus, la théorie de linformation, dont découle la notion de statistique, est a peine
effleurée. Pour ces dernieres néanmoins, le physicien dispose des outils informatiques
solides tels que PAW ou ROOT, basés sur les algorithmes de minimisation MINUIT,
développés au CERN.

Enfin, une difficulté a laquelle ce cours est confronté est celle du langage : en effet,
physiciens et statisticiens ont des jargons différents. Dans la mesure du possible, jessaie
dans ce cours d'utiliser une terminologie de physicien.

Conseils de lecture :
- W.T. Eadie, D. Drijard, F.E. Fames, M. Roos, B. Sadoulet, Statistical Methods in
Experimental Physics, North Holland (1971)
- Philip. R. Bevington, D. Keith Robinson, Data Reduction and Error Analysis,
3° édition, McGraw-Hill (2003)
- Particle Data Group, Journal of Physics G 33 (2006), URL.: http://pdg/Ibl.gov/



2. Concepts de base du calcul des probabilités

Ce chapitre constitue une bréve introduction au calcul des probabilités. |l présente des
définitions et propriétés de base des probabilités, la notion de probabilité conditionnelle et les
cadres de l'interprétation d’'une observation.

2.1. Aspects de la théorie des probabilités

2.1.1. Propriétés des probabilités

On considére une expérience dont le résultat peut étre ou non d’'un type donné X. On répéte
N fois I'expérience, et on obtient n fois que le résultat est de type X. La probabilité P(X) qu'un
événement soit de type X peut étre définie par (définition en fréquence):

POX)=im

Si on suppose l'ensemble exhaustif des résultats possibles X; (i=1, ..., n) pour une
observation (un événement), ou ces résultats sont supposés exclusifs (si on obtient un
résultat X;, on n'obtient pas simultanément un résultat X; avec j = i), alors la probabilité P(X;)
d’obtenir un résultat X; vérifie :

P(X,)>0
P(X; ou X ,i # j) = P(X;,)+P(X))
> P(X;)=1

Loi d’addition

On définit A et B comme 2 sous-ensembles des Xi.

La probabilité qu’une observation se produise dans A ou dans B est alors :
P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AnB)

Probabilité conditionnelle (loi de multiplication) et indépendance
On définit la probabilité conditionnelle P(A|B) comme la probabilité qu'une observation se
produise dans A, alors qu’elle appartient a B.
Alors la probabilité qu'une observation se produise dans A et B est donnée par (loi de
multiplication) :

P(AnB)=P(AB)-P(B) = P(B|A)- P(A)

Si la réalisation de A est indépendante de celle de B, alors on a (c’est une condition
nécessaire et suffisante) : P(A|B) = P(A) et
P(AnB)=P(A)-P(B)

[llustration géométrique (par analogie en termes de surfaces)

On considére des événements correspondant a des points dans le plan x-y, avec x et y
compris entre 0 et 1, ou tous les points sont équiprobables. On définit 2 zones A et B par
leurs limites dans ce plan. On peut calculer les probabilités en terme de surfaces, rapportées
a la surface totale S (qui vaut 1, donc on se raméne a des surfaces sans unité) : S, est la

surface de la zone A, Sg celle de B et Syp celle de lintersection de A et B: P(A) = Sa et
P(B) = Ss.



<x< x,’f,ax} (figure de gauche)

Surfaces: S, = 1x(yA A )

Probabilités : P(ANB)=S,; =S, -S; = P(AB)- P(B)
on a donc P(A|B) = Sas P(B) = SA%B =S, =P(A)

A et B sont donc indépendants.

Cas2: A est défini par {y2, <y <y’ }etBpar {x5 <x<x2 ety? <y<y® }

(figure de droite) e )
Surfaces: S, =1x ( A y,‘,‘,,.n)
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Probabilités : P(AnB)=S,; = P(AB)- P(B)
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P(B) SB ymm - ymax ( )
A et B ne sont donc pas indépendants.

donc P(AB) =S

cas 1: A et B indépendants cas 2 : A et B non indépendants
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YmaxfrmmsSamans / i ]
A A
Y max x \\ Y max x \\
A \\\ N A \\\ N
ymin ymin
B
ymin ___________ \ /I_ S
- . ' -
0 B B 1 0 B B 1
Xmin Xmax Xmin Xmax

figure 2-1.lllustration géométrique de l'indépendance de deux probabilités. A gauche
(cas 1), la probabilité qu'un point se trouve dans la zone A est indépendante de la
probabilité qu'il se trouve dans la zone B. A droite (cas 2), ces probabilités ne sont pas
indépendantes : la probabilité qu’'un point se trouve dans la zone A n’est pas la méme
selon que ce point se trouve ou non dans la zone B.

Théoréme de Bayes
La loi de multiplication donne une relation entre les probabilités conditionnelles P(A|B)
et P(BJA), pour des événements discrets :




P(B|A)-P(A)

P(B)
On peut généraliser cette relation en considérant les Aj,...,A, des sous-ensembles
d’événements, ou les A; sont exclusifs et exhaustifs (une observation appartient a un et un

seul sous-ensemble A;), et un type B quelconque d’événements. Alors la probabilité qu’une
observation appartienne a A; alors que B est réalisé est donnée par:

__P(BA)-P(A)
P(A[B)= > P(BJA))-P(A))

j=t...,

P(A|B) =

2.1.2. Approches classiques et modernes

Lorsqu’a partir d’'une observation (un événement de type B), on veut tester une hypothése
('événement est de type A;), il se pose un probleme d’interprétation (domaine de la
statistique). Deux approches s’opposent: celles des classiques (anti-bayesiens) ou des
modernes (bayesiens).

Pour illustrer cette opposition (et la rendre plus concréte), on suppose faire une mesure
donnant un résultat X, que 'on veut interpréter dans le cadre d’'une théorie. Cette théorie
correspond a I'ensemble des hypothéses 6 possibles pour I'observation (8; peut par exemple
représenter les valeurs, discrétes ou continues, des paramétres de la théorie).

Les bayesiens généralisent le cas précédent aux hypothéses, et la probabilité que
I'hypothése 6 soit vraie si on a observé X est donc:
P(X|6,)-P(6))

P60 === 0

avec :

P(6]X) probabilité que I'hypothése soit vraie alors qu’on a observé X (interprétation
statistique du résultat)

P(X]6) probabilité d’observer X dans le cadre de I'hypothése 6; (calcul de probabilité,
donné par la théorie dans laquelle on interpréte le résultat)

P(6) probabilit¢ d'une hypothése donnée (degré de confiance a priori de
I’hypothése)

P(X) probabilité d’observer X quelle que soit I'hypothése considérée

Si 'ensemble des hypothéses 6 est exhaustif et exclusif (c’est généralement le cas en
physique : un paramétre de la théorie ou du modéle a une valeur et une seule), alors :

P(X)= P(X|6,)- P(6))

La controverse entre bayesiens (ou modernes) et anti-bayesiens (ou classiques) vient
de P(6) : pour les anti-bayesiens, cette probabilité a priori ne peut étre déterminée.

Il en résulte que linterprétation du résultat X d’'une observation, c’est a dire I'information que
'on en tire a posteriori, n'est pas la méme. Cela sera illustré dans les exemples a faible
statistique. L’opposition entre bayesiens et anti-bayesiens est au cceur de la question de la
question statistique : c’est la question de l'interprétation.

Remarques :
Dans certains cas, 'approche anti-bayesienne ne permet pas de conclure.

Dans les expériences avec un grand nombre d’observations, les deux hypothéses
conduisent aux mémes interprétations.

En regle générale, l'approche classique, lorsqu’elle est possible, est préférable
puisqu’elle évite la subjectivité sur le terme P(6).



2.2. Variables aléatoires

Un événement aléatoire est un événement pouvant donner plusieurs résultats, a chacun
desquels peut étre associé une probabilite.

Une variable associée a un tel événement (grandeur physique) peut donc prendre un
ensemble de valeurs, qui peut étre discret ou continu.

2.2.1. Variables aléatoires discrétes ou continues

Pour une variable aléatoire discréte x qui peut prendre les valeurs x;, i = 1,... n, on associe a
chaque valeur possible une probabilité P(x;) (avec0 < P(x;) <1) d’obtenir le résultat x; pour
un événement.

n
Si les valeurs x; sont exhaustives, ona Y P(x;) =1
i=1

Pour une variable aléatoire continue x qui peut prendre les valeurs sur un domaine (2, on
associe a chaque valeur x’ de € une probabilit¢ P(x")dx’ (avec0 < P(x') <1) d’obtenir un

résultat compris entre x' et x'+dx’ pour un événement (P(x') est la fonction de
distribution de probabilité associée a la variable aléatoire).

Si le domaine £ est exhaustif, on a Iﬂ P(x")dx' =1

2.2.2. Caractéristiques d’une distribution de probabilité

On considére une variable aléatoire discréte ou continue X, distribuée selon une loi P(X).
Pour une variable discréte, on considére 'ensemble des valeurs Xj représentant toutes les
valeurs possibles de X.

Pour une variable continue, on considére le domaine £ sur lequel la variable X est définie.

Les principales grandeurs caractéristiques d’'une variable aléatoire X (discréte ou continue)
sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Variable X discréte continue

Espérance E[X] M= Zk:Xk -P(X,) M= .[Q)X( P(x) - dx

Variance V[X] o’ = zk:(xk -u)*-P(X,) | g% = LX (x — p)? P(x)-dx
Moments }(X) M= zk:(xk)j -P(X,) H = J.Q)fj P(x) - dx
Moments centraux g(X) | #i = Zk:(xk -u) - P(X,) Hi = IQX (x — p)P(x)-dx

Tableau récapitulatif des grandeurs caractéristiques pour des variables aléatoires discretes
ou continues.

On notera que I'espérance est le moment d’ordre 1 et que la variance est le moment central
d’ordre 2. On a de plus la relation : ¢* = E[(x —,u)2]= E[x?]- 4.

2.2.3. Propriétés des fonctions de distribution et fonctions caractéristiques

Soit une variable aléatoire x, de probabilité de distribution f(x) sur un domaine exhaustif 2.
Alors toute fonction g(x) de la variable aléatoire est elle-méme une variable aléatoire.
L’espérance (ou valeur attendue) de g(x) est alors :



Elg]=[_g(x)-f(x)-dx
L’espérance est un opérateur linéaire. On obtient sans difficulté :
Elag + ph]= o - E[g]+ B - E[h]

=a jﬂ g(x)-f(x)-dx + B jﬂ h(x)- f(x) - dx

On définit la fonction caractéristique de la distribution f(x) par sa transformée de Fourier :
@, (t)= E[e™] = j'n e™ .f(x)-dx pour une variable continue

=Y p,-e™ pour une variable discréte
k
La fonction caractéristique définit entierement la fonction de distribution de probabilité :
F(x)= - [0, (t)-e™at
279

Elle vérifie les propriétés suivantes :
- si et Bsont des constantes, alors @, ,(t) = e - @, (at)

- si x et y sont 2 variables aléatoires indépendantes de fonctions caractéristiques
@, (t) et @, (t) alors @y, (t) = D, (t)- @,(t)

Les moments u;(X) et les moments centraux {(X) de la distribution peuvent également
étre déterminés a partir des dérivées de la fonction caractéristique :

FAEN PR S e

t=0

2.2.4. Covariance, corrélation et indépendance de variables aléatoires

On s’intéresse ici au cas de plusieurs variables aléatoires. Dans un premier temps, on
considére le cas de 2 variables aléatoires x et y, mais les propriétés présentées ici peuvent
étre généralisées a un nombre quelconque de variables. On leur associe une densité de
probabilité conjointe f(x,y).

Si 2est un domaine exhaustif pour les valeurs possibles de x et y, alors

”Qf(x,y)- dx-dy =1
et toute fonction g(x,y) est une variable aléatoire, dons I'espérance est donnée par :
Elg]=[[_a(x,y)-f(x,y)-dx-dy

On défint alors les distributions marginales de probabilité pour x et y (probabilité de la
variable x quelle que soit la valeur de y et inversement) :

fx(x)= J‘::xf(x,y).dy et fv(y)= I:max f(st)'dx

min

On définit également des probabilités conditionnelles, comme la probabilité pour la variable y
alors que la variable x a une valeur donnée xy :
f(x,,y)
p(y|X0) = Ymax (Xo) . , ,
Iy in(Xo) fxo,y7)- dy

Les distributions marginales et probabilités conditionnelles sont illustrées sur la figure 2-2.



Le théoréme de Bayes peut alors s’écrire, a partir des probabilités conditionnelles et des

distributions marginales : p(y|x)= M
fx(x)

y max(x 0)

Xmin Xo Xmax X

figure 2-2. lllustration des distributions marginales pour les variables x et
y, et de la probabilité conditionnelle de la variable y pour une valeur
donnée x, de la variable x.

Pour chacune des variables, on peut calculer sa moyenne et sa variance :

px=Elx]=[[ x-f(x,y)-dx-dy et p =E[y]=[] y-f(x,y)-dx-dy
(ox ) = El(x - 1y ] (oy ) = El(y - 1, }]

On peut alors définir la covariance des variables x et y, ainsi que leur corrélation, par :
- covariance :  cov[x,y]=E[(x - ) (y - a4y )] = E[xy]- E[x]- E[y]

- corrélation:  corr[x,y]= p(x,y)= cov[x,y]

x 'Oy
On démontre facilement que la corrélation (ou coefficient de corrélation) est compris entre —1
et 1 (inclus).

Les variables aléatoires x et y sont indépendantes si et seulement si (condition nécessaire et
suffisante) leur distribution conjointe est le produit des distributions marginales :

| F(x,y)="f(x)-£,(y)

Elxy]=[| x-y £ (x)-f,(y)-dx-dy
=J.x-fx(x)-dxxj'y-fy(y)-dy

= E[x]-E[y]
On en déduit immédiatement que dans ce cas, cov[x,y]=0 et p(x,y)=0. Si deux

variables sont indépendantes, elles ne sont alors pas corrélées (la réciproque n’est pas
nécessairement vraie).



On peut généraliser la définition de la covariance a un ensemble de n variables aléatoires
Xy, -.,X,. Elles sont indépendantes si et seulement si la fonction de densité de probabilité
peut étre factorisée sous la forme :

Fxy...x,) = T T£x)

Pour chaque couple de variables (x;,x;), on définit la covariance oj et le coefficient de

corrélation pj. La matrice de covariance est alors la matrice V = [O',-j]. Si la matrice de

covariance n’est pas inversible, alors il existe au moins une relation linéaire entre les
différentes variables x;.

2.3. Lois de convergence

Il existe plusieurs théorémes de convergence, mais on n’en rappelle ici que deux
applications, qui sont la loi des grands nombres et le théoréme de la limite centrale (TLC).
Ces lois de convergence sont trés importantes pour l'analyse statistique, mais la
démonstration n’est pas discutée dans ce cours.

2.3.1. Loi des grands nombres

On considére ici un ensemble de variables aléatoires X; (avec i = 1,..., N), telles que :
- elles ont la méme espérance u;
- elles ont des variances o; (non nécessairement identiques).

D’un point de vue statistique, la moyenne de I'échantillon (c’est a dire d’'un ensemble de

. - 1
valeurs des X;) est donnée par: X =—>"x, .
i=1

Alors la loi des grands nombres stipule que, sous certaines conditions (sur les variances), la
moyenne de I'échantillon tend vers I'espérance des variables aléatoires lorsque N devient

trés grand : X—x——— 4 :
- loi convergence faible (convergence en moyenne quadratique) = si

im(-L352]=0;
Nowo| N2 o T

N 2
. , - o; -
- loi convergence forte (convergence presque certaine) si ’Ivlm E (—’) est finie.
—0
it \_1

On note que dans les cas (fréquents en physique) ou les variances sont bornées
(o, <0, , et donc également dans le cas ou elles sont identiques (par exemple si tous les

)
max
X; suivent la méme loi de distribution, comme illustré sur la figure 2-3), la loi des grands
nombres s’applique.
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moyenne de I'échantilion

_L
10 20 30 40 50

nombre de mesure

figure 2-3. lllustration de la loi des grands nombres : évolution de la moyenne d'un
ensemble de N valeurs d'une variable aléatoire (de moyenne u = 0 et de variance
2

o =1).

2.3.2. Théoréme de la limite centrale

On considére toujours un ensemble de variables aléatoires X; (avec i = 1,..., N),
d’espérances y; et de variances 0',-2. Alors, sous des conditions peu restrictives sur les y; et

0',-2 (limitant leur accroissement lorsque i devient grand, ce qui est presque toujours le cas
dans les problémes courants de physique ou ces grandeurs prennent des valeurs bornées),

N
le théoréme de la limite centrale donne le comportement de la variable aléatoire S = Zx,.

i=1
N
S- Z,ui
lorsque N tend vers linfini: L] >N (0,1) ot N(0,1) est la fonction de

2
2.
i=1

distribution de probabilité gaussienne, de centre 0 et d’écart-type 1 (loi normale standard, cf.
§2.4.3). Une illustration du TCL est donnée sur la figure 2-4.

Ce résultat est indépendant de la distribution a priori des X;.

Cas particulier
Siles X; (mdependants) ont Ia méme espérance u et la méme variance 02 la variable

z, = X - (avec X ——Zx ) est telle que E[z,]=0 et V[z,]=1.

Vm
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\ n=s

. n-2

L
varlﬂ:l‘a Xx )

2 4 6

g 4 2

figure 2-4. lllustration du théoreme de Ila limite centrale : loi de distribution de la

N

variable aléatoire S=ZX,. (dans le cas ou tous les Xi suivent la méme loi de
i=1

distribution). Elle tend vers une distribution gaussienne.

2.4. Quelques distributions courantes de probabilités

Dans ce paragraphe, je présente quelques lois de distribution de probabilités qui sont
couramment utilisées en physiques. J'ai fait le choix de deux distributions pour des variables
discrétes (loi de Poisson et loi binomiale) et de deux distributions pour des variables
continues (loi normale et distribution du Chi2).

2.4.1. Loi binomiale

06—« loi binomiale
p=0.05
p=0.1

T . p=02
a 04 p=03
= ) p=05
‘a L]
(1]
n -
g -
8 02— . .
\k=1"."
Tol g .--"'-'| e . 1 . i . .
0% 2 3 6 8 10

nombre de succés n pour N=10 observations

figure 2-5. lllustration de la loi binomiale pour différentes valeurs de
la probabilité p et pour un nombre de tirages constant N = 70.

La loi binomiale est utilisée lorsqu’un tirage aléatoire a deux résultats possibles (par exemple
le résultat est soit un succeés, soit un échec). Si p est la probabilité, pour un tirage, d’obtenir
un succes (la probabilité d’'un échec est alors 1 — p), la loi binomiale donne la probabilité
d’obtenir n succés lorsqu’on procéde a N tirages :

B(n, p|N)= ﬁp" (1-p)*"

12



La variable aléatoire (discréte) est le nombre de succés n (0 < n < N) et les paramétres de la
distribution sont le nombre de tirage N (entier, N > 0) et la probabilité p (réelle, 0 < p < 1).

Espérance de la loi binomiale : E[n]= Np

Variance de la loi binomiale : ~ V[n]= Np(1- p)
Parmi les lois de distribution dérivant de la loi binomiale, on peut citer :
- la loi binomiale négative, qui donne la probabilité de devoir attendre N tirages pour
obtenir n succés ;
- la loi multinomiale, qui est la généralisation de la loi binomiale lorsque le tirage a plus
de deux issues possibles.

2.4.2. Loi de Poisson

0.6 —' loi de Poisson

—— p=05
—— u=1

= —— u=2

a 04 —= n=5

:g —— pu=10

5

m

2

=

o 0.2

o s ik DRI S, ot TS
0 5 10 15 20

nombre d’observations n

figure 2-6. lllustration de la loi de Poisson.
La loi de Poisson donne la probabilité d’'observer n événements lorsqu'on en attend (en
théorie) 4 :
A"
P(n|ﬂ)=me

Variable (discrete) : n (= 0), nombre d’événements observés
Parameétre : A (réel, A > 0), nombre d’événements attendus

Espérance de la loi de Poisson : E[n]= A4

Variance de la loi de Poisson:  V[n]= 4

Une loi (sur une variable aléatoire continue) trés utile découle de la loi de Poisson : la loi
exponentielle, qui mesure la probabilit¢ d’avoir un intervalle de temps t entre deux
événements consécutifs, lorsque les événements sont indépendants et qu’ils se produisent

avec une fréquence moyenne v:
P(t|v) =y.e™

avec E[t]= % et V[t]= %2

13



2.4.3. Loi normale (gaussienne)

La loi normale (distribution gaussienne) est la fonction de probabilité la plus utilisée, en
raison notamment du théoréme de la limite centrale (cf. §2.3.2). Cette fonction de distribution
présente un ensemble de propriétés uniques qui ne sont pour la plupart pas abordées ici.
L’expression de la fonction de distribution de probabilité (f.d.p.) pour une variable aléatoire
continue x est la suivante :

P(x|u,0)= ﬁexp{—%(x;‘u)z}

Variable (continue) : x, réel
Paramétres : M (moyenne, réel), o (écart-type, réel)

Espérance de la loi de normale :  E[x]= u

Variance de la loi de normale :  V[x]=o?
0.3— loi normale
— og=05
o=075
g =1
o o
0.21— oc=15
ig _—=2
5
38 / |
5 L —
o 01—

variable aléatoire x

figure 2-7. lllustration de la loi normale pour une valeur moyenne
M = 0 et différentes valeurs de I'écart-type.

On parle de loi normale « standard » dans le cas particulierou g=0et o= 1.

Parmi les propriétés de la loi normale, on note :
- que toute combinaison linéaire de variables aléatoires normales est une variable
aléatoire normale ;
Mo =0
- que les moments centraux impairs sont nuls : (2r)! (0-2 )'

oo 2

On peut généraliser la loi normale a plusieurs dimensions, sous la forme (pour k
dimensions) :

P(x) 1 exp[_ %(; -u) (‘T - ;)}

(2”)klz Vi

ou V,, estla matrice (kxk) de covariance des composantes du vecteur de variables

aléatoires x .
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2.4.4. Distribution du Chi2
Pour un ensemble de variables aléatoires indépendantes X; (avec i = 1,..., n), distribuées

n
selon une loi normale standard (x = 0 et o= 1), la variable aléatoire S = s(z,,) = z:(x,.)2 est
i=1

distribuée selon la loi du Chi2 ()_/2) a n degrés de libertés :

S
S|n (/F
fé)
Variable (continue) : S = s, réel

Parameétre : n =1 (entier, nombre de degrés de liberté)

Espérance de la distribution du . E[S]=n
Variance de la distribution du 4*: V[S]=2n

Propriétés
Si on considére les variables aléatoires S(z,,) et s(zm) indépendantes et qui suivent des

distributions du % & n et m degrés de liberté, alors la variable S7, = S7, + Sz, suit

une distribution du ;f a p =n+ mdegrés de liberté.

De fagon générale, la distribution du tend vers une loi normale. Plus spécifiquement,
sZ —n

les variables aléatoires Yy, =20 gt z, = 1/28(,, —+/2n—1 tendent vers une loi

~v2n
normale standard N (0,1).

0.41— \ loi du x2
— ddi=1
N ddl =2
“o 03| ddl =3
x ddl = 4
2 — ddi=
8 02
0
[
[= %

i " . 2
variable aléatoire s

figure 2-8. lllustration de la distribution du Chi2 pour différents
nombres de degrés de liberté.

2.4.5. Relations asymptotiques

La figure 2-9 présente les relations entre les lois de probabilité présentées précédemment.
Ainsi, on constate qu’elles convergent toutes vers la distribution normale lorsque le nombre
d’observations tend vers l'infini (conséquence du TLC).
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p->0
Binomiale —I Poisson
np=A7
n - w A
Normale
n —> oo
Chi-2

figure 2-9. Relations asymptotiques entre les lois de
distributions présentées dans ce chapitre.
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3. Analyse statistique

Dans le chapitre préceédent, nous avons posé les bases du calcul des probabilités. En
pratique (en particulier dans I'analyse des expériences de physique), on ne connait pas le
détail des lois que suivent les grandeurs mesurées. Les résultats expérimentaux (mesures)
fournissent un échantillon, qui représente un ensemble de mesures des grandeurs étudiées.
Ces grandeurs sont les variables aléatoires dont on cherche a déterminer les propriétés.

Aprés quelques remarques introduisant des notions utiles, ce chapitre s’intéresse
principalement a la théorie de I'estimation (de paramétres d’une théorie). La loi des grands
nombres est utilisée pour construire des estimateurs. L'incertitude associée a ces
estimateurs, dans le cas des grands nombres, est déduite du théoréme de la limite centrale
qui donne le comportement asymptotique de la variance des estimateurs. Dans le cas des
faibles statistiques, le dernier paragraphe présente les outils pour la détermination
d’intervalles de confiance.

3.1. Remarques préliminaires

L’objectif de ce paragraphe est d’évoquer quelques concepts qui ne sont pas étudiés dans
ce cours, mais dont il peut étre utile d’avoir connaissance :
- la notion d’erreur est centrale dans I'analyse des données, mais n’est abordée dans
ce cours que d’'un point de vue purement statistique ;
- la théorie de l'information n’est pas détaillées, mais il sera fait référence a la fonction
de vraisemblance (qui en découle) dans la construction des estimateurs (cf. §3.3.3 et
§3.4)

3.1.1. Erreurs et incertitude

A la notion de mesure est intimement associée la notion d’erreur. Ce terme est utilisé en
physique par abus de langage : il fait référence a la notion d’incertitude, qui reflete le degré
de confiance que I'on attribue a une mesure. Il recouvre en fait plusieurs significations qu’il
convient de distinguer : la précision d’'une mesure d’'une part, et son exactitude d’autre part
(voir figure 3-1).

B2

. LI

figure 3-1. Sur ces figures, on suppose que les points représentent des
mesures et que la ligne pointillée représente le comportement « vrai » de
la grandeur mesurée. La figure de gauche illustre le cas d’'une mesure
correcte mais imprécise (grande incertitude sur les points), celle de droite
une mesure précise mais inexacte.

Pour I'analyse des données, on distingue généralement deux sources d’erreurs :
- Tincertitude statistique, liée a la taille de I'échantillon de données ;
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- lerreur systématique, liée a la méthode utilisée pour faire la mesure (dispositif
instrumental, méthode de sélection et d’analyse des données, fiabilité de la théorie
dans le cadre de laquelle les données sont interprétées,...).

Si les résultats d’'un ensemble de mesures sont distribués selon une loi de probabilité
donnée, l'incertitude statistique est d’autant plus faible que le nombre de mesures est grand.
Il est donc possible d’augmenter la « précision statistique » en augmentant le nombre de
mesures ! En principe, cette incertitude peut étre calculée dans le cadre des théories de la
statistique, ce qui est abordé dans ce chapitre.

Mais il n’existe pas de théorie des erreurs systématiques : comme il a été mentionné, ce type
d’erreur peut avoir des origines trés variées. Chaque cas est particulier et implique une trés
bonne compréhension du processus qui conduit de I'expérience aux données a analyser.
Les erreurs systématiques ne peuvent donc pas faire I'objet de ce cours.

Il est a noter que si les erreurs systématiques sont sur-estimées, cela conduit & un résultat
correct mais imprécis, alors que si elles sont sous-estimées, le résultat sera relativement
précis, mais il risque d’étre faux !

3.1.2. Fonction de vraisemblance et information

La théorie de l'information ne fait pas I'objet de ce cours. Néanmoins, les définitions de la
fonction de vraisemblance et de l'information sont données ici, parce qu’elles interviennent
dans la construction des estimateurs abordée plus loin.

On suppose que x est une variable aléatoire de fonction de densité de probabilité f(x, 5),
ou la notation vectorielle 8 indiqgue un ensemble de parameétres 6, a . On considére un
échantillon de N observations (ou mesures) de x. Cet échantillon constitue un vecteur X .

La fonction de vraisemblance est alors définie par :

L(x16)= Llxy.... x,|8)=TT(x,,6)

Elle peut étre interprétée comme la « probabilité globale » d’observer I'’échantillon lorsque
chaque mesure suit individuellement la distribution f(x,8).

On définit la quantité d’information contenue dans I'échantillon X , relativement au paramétre
unique @ (dans le cas a 1 dimension) par :

08 |- (77 o

Cette relation se généralise dans le cas a plusieurs dimensions (€ est alors un ensemble de
paramétres). L'information contenue dans I'échantillon prend alors la forme matricielle :

1.6), - £ oL (<) oL(x9)

dg,  do,

3.1.3. Echantillon : moyenne, variance et moments

On considére x comme une variable aléatoire de probabilité P(x) (qui peut étre discréte ou
continue). On fait N observations de cette variable aléatoire, xy, ... xy.

N
La moyenne de la distribution est la limite : u = H_rp(%z:x,)

Pour une observation x;, la déviationest d;, = x; — u .
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_ N
La moyenne de la déviation d =12d,. tend vers 0 lorsque N tend vers linfini (par
définition de la moyenne w).

On peut définir la déviation moyenne @, comme une mesure de la dispersion des

. 1 . e ,
observations autour de la valeur moyenne u: a = NZ|X,. —,u|, mais cette définition n’est
i=1
pas commode a utiliser dans les analyses.

On définit donc une autre grandeur, la déviation standard o (ou écart-type), et la variance &%,
par :
o? =lim Z(X ) |=lim 1 ZN:x.z -
an —H N&

On peut également définir la valeur meédiane uy,; telle que P(x > uq2) = P(X < u12) =172, et le
mode (ou valeur la plus probable) umax telle que quel que soit X, P(x) < P(tmax)-

Les moments de la distribution P(x) sont (4 désigne le moment d’ordre j):

= Ilm( Z(x )’) . On voit notamment que g = u et 6® = i — ().

N>

Remarque
Pour I'échantillon correspondant a N observations X1 a Xy, la moyenne de I'échantillon

N
est X = %Zx,. et sa variance s? = N 1z:(x X)?. Le terme N - 1 plutdt que N
i=1 i=1

au dénominateur vient du fait que la moyenne et la variance sont estimées avec les
mémes données, et ne sont donc pas indépendantes.

3.2. Estimateur d’une variable aléatoire

On considére la variable aléatoire x de fonction de densité de probabilit¢ f(x,8,), ou le
vecteur @, représente un parameétre de la distribution (cela peut étre généralisé au cas de
plusieurs paramétres), et un ensemble de N mesures (échantillon) X, ={x,.,i=1,...N}.
Que peut-on dire de 6, a partir de I'échantillon mesuré ?

Un estimateur 0()?N) est une fonction de I'échantillon qui tente de donner une valeur
s’approchant de la « vraie » valeur du paramétre 6, . Un estimateur est donc lui-méme une
variable aléatoire !

Un estimateur doit étre :
- Consistant : il doit converger vers la vraie valeur du paramétre ;
- Non biaisé : I'estimateur, pour N observations est une variable aléatoire ; on définit le

biais par bN(é) = E(é)—é?0 = E(é—@o) : 'estimateur est non biaisé si bN(é) =0
quel que doit le nombre d’observations N ;
- Efficace : s’il converge rapidement vers la valeur du paramétre ;

- Robuste : cette caractéristique est liée a la fiabilité de I'estimateur si la f.d.p. est peu
ou mal connue (C’est la sensibilité a la forme de la f.d.p.).
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3.3. Construction d’un estimateur

Ce paragraphe présente les principes généraux qui permettent de construire un estimateur
pour un paramétre d’une distribution aléatoire, a partir de la loi des grands nombres.

Pour une variable aléatoire X distribuée selon une loi de probabilit¢ f(x,6,), ou 6,

représente un paramétre (vrai) de la distribution, une fonction quelconque a(X) est
également une variable aléatoire, et si sa variance est finie, la loi des grands nombres
implique alors que, pour un ensemble de mesures (échantillon) x;, aveci=1a N :

m[ﬁz":a(x,.)} = E[a(x)|6,]= jg a(x)f(x,6,)dx

(La notation E[a(X)|6’0] indique I'espérance de la variable (fonction) aléatoire a(X), sachant
que X est une variable aléatoire distribuée selon f(X,6,)).

N
En d’autres termes, la grandeur expérimentale & = %Za(x,.) converge vers E[a(X)|¢90].
i=1

3.3.1. Estimateur intuitif
Si on peut trouver une fonction a(X) telle que E[a(X)|t9]= h(6) ou h(8) est une fonction

connue, alors la valeur « vraie » @ du parametre @ est (si h est inversible a la valeur 6p), de
fagon triviale : 8, = h™(E[a(X)|6, ]).

Tout le probléeme réside dans le fait que ne connaissant pas a priori la valeur « vraie » de @,
on ne connait pas E[a(X)|00]. On peut alors considérer que la grandeur &, obtenue a partir
de I'échantillon (les mesures), en donne une valeur approchée. Par conséquent, un
estimateur intuitif (par la loi des grands nombre, il est consistant) 0 de 6o est donc :

b= h-(%ga(x,-)j - h(@)

Dans le cas de plusieurs parameétres, é = (Hj,j =14 r), il est alors nécessaire de définir r
fonctions aj(x), telles que E[aj(X)‘§]=hj(§), ou les hj(é) sont des fonctions connues.

Alors un estimateur 8 la valeur vraie des parameétres 670 est telle que, quel que soitj :
1 A A .
¢ =N'Z_1:aj(x,.) = hj(6?1,-~-,0,) pourj=1,r

Il s’agit donc de résoudre un systéme de r équations a r inconnues (les ). Il s’agit donc
d’inverser le systéme sous la forme :

51=h1(é1,---,é,) 6, = (") (&018)

: = :
§,=h,(¢91,~-,¢9,) 0r=(h_1)r(§1,"',§r)
Il est a noter que dans cette écriture (h‘1),- n'est (en général) pas l'inverse de la fonction h;.

Par ailleurs, sauf dans quelques cas simples, la fonction-vecteur h est difficilement inversible
analytiquement.

Méthode des moments
Elle correspond au choix : aj(X) = X/ et le systéme d’équations a résoudre est donc :
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= N3 = [, X! #(x,6)-dx = hy(6)

Dans le cas ou la variable est distribuée selon une loi normale de centre u et de
variance 02, on a de fagon trés simple un estimateur des paramétres @ = (u, o) par la
méthode des moments :

1Y X — 1)
_N,Z:;xi N——’“’) ﬂ=h1(/1’o-)=.[nxx'eXp(_(20_/;)J.dx

1 )
_ﬁ;(Xi)z s 02+ﬂ2=h2(ﬂ’a)=.“gxxz'exl3[—(20_él))dx

soit - {,& = (h_1)1(§1’§2)= 51
6 =(h"),(£,&,) =& — (&)

3.3.2. Estimateur implicite

De fagon plus générale, on peut choisir, a la place de a(X), une fonction de X et de 6, de telle
sorte que h(6|6,) soit nulle pour 8= 6p :

h(66,) = E[a(X,6)(6,] = jg a(x,0)f(x,6,)dx avec h(6,|d,) =0
La loi des grands nombres implique donc que
N
[%Za(x,.,e - 0°)j| Now E[a(X, ‘90)] =0
i=1

On obtient alors un estimateur implicite 0 de 6o en résolvant (£(6) est une fonction de
I'observation):

§(0) = Za(X,,H) 0
L’estimateur est consistant sous certalnes condltlons sur la fonction &(6) (dérivabilité,

dérivée non nulle en 6).

Des fonctions du type : a(X,0)=a(X)—E[a(X)|0] satisfont naturellement la condition
h(4,)=0.

3.3.3. Estimateurs par maximisation ou minimisation
En pratique, on peut remplacer la résolution de &(@)=0 par une minimisation ou une
maximisation de fonction, en considérant une fonction g(X,0) telle que:

a(x,0)= —g(X 0)

Un obtient alors un estimateur @ de 8 comme solution de (@) = N 46 2 Zg(x,,e) 0.

C’est notamment le cas du maximum de vraisemblance ou de la methode des moindres
carrés.

Dans le cas de plusieurs paramétres, 67=(6?j,j=1dr), on définit alors les r fonctions

a;(X,0)= —eg(X ,0) et le systéme de r équations a résoudre est donc :
J
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5(9)—Nwzg(x,,9) 0 pourj=1ar

3.3.4. Maximum de vraisemblance

Il s’agit d’'un cas particulier (trés fréquemment utilisé) d’estimateur par maximisation. I
correspond au choix suivant pour la fonction g : g(x,8) =Inf(x,8).

L’estimation du paramétre est obtenue en résolvant I'équation (ou un systéme d’équation
dans le cas de plusieurs paramétres) :

£(0) = ——In(Hf(x,,H)) Ndo In(L(x 0)=0

On peut montrer que I'estimateur est consistant sous certaines conditions de dérivabilité (ce

qui est généralement le cas en physique) et de commutation des opérateurs die et Idx.

3.3.5. Méthode des moindres carrés
La méthode des moindres carrés est un cas d’estimateur implicite par minimisation. Dans le
cas de paramétres multiples @ , la fonction g prend la forme quadratique suivante :

g(%,8) = [% - M(8)],, - Wi - [% - 1(G)],,
ou IT/i(é) = E[)?‘é] est le vecteur (de dimension N) des valeurs attendues pour les mesures,

et W est une matrice de poids (de dimension NxN).
Le systéme d’équations a résoudre pour obtenir une estimation des parameétres est alors :

£6)= % 2 (a(%.6))=2 [M(e)] [x-1@)]=0

Cette méthode est prinC|paIement utilisée dans le cas des régressions (ajustements de
courbes a un ensemble de points expérimentaux), en remplagant formellement les valeurs Xx;

par des points expérimentaux (x;y;) et les termes Mi(é) par les valeurs attendue

(théoriques) y"’é°(x,.,§) . La matrice de poids est alors en général la matrice des incertitudes

expérimentales sur les grandeurs y; (matrice de covariance).

3.4. Comportement asymptotique

Un estimateur @ est une variable aléatoire, avec par conséquent une espérance (valeur
attendue) et une variance. Pour un estimateur non biaisé pour toute valeur de N (nombre

d’observations), E[é]=6?o et la variance V[é] donne une mesure de lincertitude sur

I'estimateur.

Le détail du formalisme pour le calcul du comportement asymptotique de la variance des
estimateurs n’est pas dans les objectifs de ce cours, dans la mesure ou cela s’applique pour
les grands nombres d’observations. Ce paragraphe a essentiellement pour but d'en
présenter les bases (dans le cas d'un estimateur intuitif), afin d’éclairer sur les calculs mis en
ceuvre dans les outils standards (dans nos disciplines) tels que PAW ou ROOT.

Le comportement asymptotique (lorsque N tend vers linfini) de la variance et du biais
peuvent étre déduit du théoreme de la limite centrale qui implique un comportement
asymptotiquement gaussien (normal) de la variable aléatoire £ (ou de la fonction £(€) dans
le cas d’'un estimateur implicite).

On utilise un développement de Taylor autour de la valeur « vraie » @ du parametre. La
variance est obtenue a partir d’'un développement au premier ordre, et le formalisme général
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est présenté ci-dessous. Le biais résulte de la prise en compte des ordres supérieurs, et le
cas général n’est pas détaillé ici.

3.4.1. Cas d’un estimateur intuitif
N

D’aprés le TLC, la « grandeur expérimentale » §=%Za(x,.) est asymptotiquement
i=1

(lorsque N tend vers l'infini) distribuée selon une loi normale, de moyenne E[a(X)|00] et de

variance N™'-V[a(X)|6,]. On fait un développement limité de I'estimateur 6 =h'(&)
autour de la valeur &, = E[a(X)|6,] (notée E[a] pour simplifier I'écriture):

7] ~ _1 —ah_1(§°) . — LR
0 ~h7(&)+ o¢ -4+
1 oh™\(E N
~ h™(E[a])+ Jaz[i]) - {(% i§=1 a(x,.)j — E[a]} +oe

N
Dans cette relation, tous les termes sont constants a I'exception de <§=%Za(x,.). La
i=1

variance de I'estimateur est alors (en rappelant que 8, = h™'(&,) = h™'(E[a])) :

v[é]- E[é-6,12]= [m}z Sl

Py N

Bien entendu, E[a] et V[a] ne sont en général pas connus, puisque p est inconnu ! On

détermine par conséquent une estimation de la variance (et donc de l'incertitude statistique)
a partir de la moyenne et de la variance de I'’échantillon.

Dans le cas de plusieurs paramétres, il faut passer a une écriture vectorielle :
a(X) - é;(X)={aj(X),j=1,...r}
6, - 6,
he) — h@)=1{n6)=Ela,x)]
- 1 N
'3 - éz{éjzﬁzaj(xi)}
i=1
Si on appelle E(&) la fonction inverse de E(é) (C’est a dire E(E(é))z 6) et a, = E(éo) , on
a alors, pour un développement au 1 ordre autour de @, :
0 = k(&) = k(do)+V k() (& — o) +...
La variance (matrice de covariance) de ] (Pestimateur de 670 ) est donc :
2 2 o 2 _\T
v[e] - E[[e —eo)-(e —90) }
1 ze= N\ Slzz1 e o=
- N[Vak(ao )| Va6, | [V.k(@)]

De la méme maniére que précédemment, a, et V[é‘ﬁo] ne sont pas connus, et la variance

de l'estimateur doit étre estimée a partir des moyennes et de la matrice de covariance
calculées pour I’échantillon.
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3.4.2. Cas d’un estimateur implicite
Le méme type de raisonnement peut étre mené dans le cas d’un estimateur implicite : a une

—1( | D
dimension, la grandeur £ devient une fonction du parametre : £(6), et le terme oh 6? a

est remplacé par 1 _ ('inversion des dérivées n’est pas aussi immédiate dans le
E[dfw)]
do 0=6,
cas de plusieurs paramétres). La variance de I'estimateur est alors obtenue par :
Vla(X,6,)]

- 2
v(25),.)

Dans le cas du maximum de vraisemblance, cette expression prend la forme suivante :
v[é]: 1

N- IN(00)

ou 1,,(6,) est linformation telle qu’elle a été définie précédemment (cf. §3.1.2).

3.5. Intervalle de confiance

On a vu dans les paragraphes précédents que lorsque le nombre de mesures est trés grand
(N > o), la loi des grands nombres permet de déduire un estimateur consistant, et le
théoréme de la limite centrale donne une estimation de l'incertitude.

Qu’en est-il lorsque le nombre d’observation est petit ? On ne peut alors plus s’appuyer sur
les comportements asymptotiques. Dans une telle situation, on ne cherche plus la valeur
d’'un estimateur et sa variance, mais un intervalle dans lequel le paramétre recherché a une
certaine probabilité de se trouver.

On se limite ici a la recherche d’intervalles de confiance pour un seul paramétre (probléme a
1 dimension).

3.5.1. Approche classique : ceinture de confiance

On considere la variable aléatoire X distribuée selon une loi de probabilit¢ f(x,6,), ou 6,
représente un paramétre (vrai) de la distribution. On dispose d’'un ensemble de mesures
(échantillon) x = {x;,i =1,...N}.

On considére de plus un estimateur t =t(x) du paramétre 6,, pour I'échantillon (cf. §3.3).
En tant que fonction des x;, t()?) est une variable aléatoire, avec une densité de probabilité
ft(t|¢9) qui peut étre déterminée en fonction de 4.

On peut alors définir 2 fonctions t,(6) et t,(8) telles que :
- la probabilité d’obtenir un estimateur t inférieur a t,(6) si le parametre vrai vaut @

est a, : P(t < t,(6)0) = j_“‘”’ft(qg) dt—a,
- la probabilité d’obtenir un estimateur t supérieur a t,(€) si le paramétre vrai vaut @
est @, : P(t>,(0)0)= sz)f,(qa) .dt = q,

Alors la probabilité d’obtenir un estimateur compris entre t,(8) et t,(0) est:
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L))
B =1-(a, +a,) soit It o f.(t6)-dt = g
1
La vraie valeur du paramétre, 6, est bien entendue inconnue. Mais a partir de la valeur

obtenue pour I'estimateur #(X), on peut définir un intervalle [6,,6;] tel que :
46 =tR)
t,(6,) = t(x)
figure 3-2)
Par construction des fonctions ¢, et t,, la probabilité d’avoir un estimateur ¢ pour I'’échantillon
tel que t,(8,) < t(x) < t,(8,) est B. Or pour toute valeur de t comprise entre t,(6,) et t,(6,),

lintervalle [QA,OB] obtenu contient la valeur « vraie » du paramétre (voir
figure 3-2). La probabilité de construire un intervalle [0A,63] qui contienne la vraie valeur 6,

est donc B. Dit autrement, la probabilité que &, soit dans l'intervalle [4,,8;] est B

0
Op

&

64

t(x) t
t(a) (&)

figure 3-2. Construction d’un intervalle de confiance a partir de
I'estimateur #(x) : I'intervalle [64,8s] est construit verticalement.
Horizontalement, la probabilité que [I'estimateur obtenu soit
compris entre t(&) et t(&) est B, donc la probabilité de
construire un intervalle qui contienne la vraie valeur &, est
également g.

Les courbes t,(0) et t,(f) définissent une ceinture de confiance de probabilité B: c'est
’ensemble des intervalles de confiance pour les valeurs possibles de I'estimateur.

L’intervalle de confiance [0A,¢93] (avec un degré de confiance ) obtenu pour la valeur de
I'estimateur #(X) n’est pas unique. En régle générale, on fait le choix symétrique, c'est a
dire :

D’un point de vue statistique, il n’y pas a priori de choix préférable.

Concernant les choix asymétriques, les cas extrémes permettent d’obtenir des limites
inférieures ou supérieures du parameétre :
- limite inférieure @, : elle correspond au choix a, =0, soit t, = —o et P(6, >8,)= 8

- limite supérieure @ : elle correspond au choix a, = 0, soit t, =+ et P(6, < 8;)= 8
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3.5.2. Approche bayesienne

Dans I'approche bayesienne, la probabilité a posteriori P(¢9|)?) que le paramétre « vrai » soit

@ lorsqu’on a fait 'observation X est déterminée a partir de la probabilité a priori P()?|¢9) de

faire 'observation X sile paramétre vaut @, en utilisant le théoréme de Bayes (cf. §2.1.2) :
P()?|0) -P(6)

] P()?|0') -P(0')-dO’

P(0|)?) =
Ja
L'intervalle [6,,68;] définit un intervalle de confiance avec un degré de confiance g s'il
vérifie (voit figure 3-3):
6s _
L P(6X)-d0 =
Tout comme dans I'approche classique, le choix de l'intervalle de confiance n’est pas unique.
Si on impose de plus que P(6,|X) = P(6;|x), alors :
- lintervalle est unique ;
- Clestle plus petit intervalle pour le niveau de confiance g;

- chaque valeur a l'intérieur de l'intervalle est plus probable que n’importe quelle valeur
en dehors de l'intervalle.

P(61x)

HA 0,,4 HB eé

figure 3-3. Détermination de [lintervalle de confiance dans
I'approche bayesienne.

Remarque.
Il est cependant a noter que dans les cas complexes ou la probabilité P(0|)?) présente

plusieurs maxima, alors il se peut que l'intervalle de confiance doive étre remplacé par
la réunion de plusieurs intervalles disjoints.

3.5.3. Remarques sur les intervalles de confiance
Une fagon courante, en physique, de présenter le résultat, est d’indiquer la valeur la plus
probable 6, donnée par un estimateur (par exemple le maximum de vraisemblance), et de

donner lintervalle [8,,8;] a 68,3 % de confiance. Par analogie avec la loi normale

(gaussienne), on parle alors de l'incertitude a « 1o » (abus de langage), et on note le résultat
sous la forme :

- +(€B—éu)
0= 00—(90—9A)

Il est a noter que si en physique, c’est généralement un intervalle a 68,3 % qui est donné, ce
n‘est pas systématiquement le cas, et dans d’autres domaines, les usages sont parfois
différents (un cas fréquent est ce donner un intervalle a 95 ou 99 % de confiance). Il est donc
préférable de le mentionner explicitement lorsqu’on donne un résultat.
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4. Application au cas des petits nombres

Le chapitre précédent présentait le formalisme permettant de déterminer les paramétres
d’'une théorie a partir d'un ensemble d’observation, et d’estimer les incertitudes sur les
résultats. L’objectif du présent chapitre est de mettre ces résultats en application, dans des
cas trés simples, inspirés d’expériences réelles (mais les données numériques des exemples
proposés ne sont pas réelles et ont été générées a des fins illustratives).

Le contexte des exemples proposés est celui d’expériences au cours desquelles on cherche
a observer un phénoméne trés rare, et pour lequel le nombre d’observations est donc petit.
C’est le cas des expériences de physique nucléaire menées sur la recherche et I'étude de la
radioactivité « 2-protons », un nouveau type de radioactivité observé trés récemment pour
des noyaux atomiques situés aux limites d’existence, tels que “*Fe ou *Ni (voir figure 4-1).
Ce mode de décroissance est en compétition avec la désintégration £ du noyau.

Dans les exemples proposés, on suppose qu’on a pu produire Nops NOyaux précurseurs, et
que pour chacun de ces noyaux, on a observé sa décroissance, c’est a dire qu’on a identifié
le type de décroissance, et I'instant auquel elle a lieu aprés la production du noyau. Les
applications sont faites avec Nops = 10 et un nombre d’événements « 2-protons » n,p =7, et
des instants de décroissance simulés avec une durée de vie de 5 ms.

La détermination du rapport d’embranchement (intensité relative) de la radioactivité « 2-
protons » (2P) illustre I'analyse statistique dans le cas d'une loi discréte, et la mesure de la
durée de vie du noyau illustre le cas d’'une loi de probabilité continue.

xl

A ex.: °Fe /%zn

/2p . B

Y

Energie

T ~fpa

4 [2p

figure 4-1. Contexte de radioactivité « 2-protons ». La figure de gauche montre le schéma de
décroissance simplifié : I'état fondamental du noyau précurseur trés riche en protons (“*Fe ou **Ni)
peut soit décroitre par une émission directe et simultanée de 2 protons, soit par une radioactivité g (5
ou capture électronique). La figure de droite montre un zoom sur la table des isotopes a la drip-line
proton : les fleches indiquant les différents modes de décroissance partent du noyau précurseur ayant
un nombre pair de protons : du fait de I'appariement des nucléons (ici les protons), I'’émission d'un
seul proton n'est pas possible énergétiguement, et dans le cas d’'une décroissance S, le noyau produit
(avec un proton de moins et un neutron de plus) n'est pas lié, et la radioactivité b est suivie de
I’émission de une ou plusieurs particules (proton(s) et/ou alpha).

4.1. Application de Ila loi binomiale : rapport d’embranchement

4.1.1. Propriétés de la loi binomiale

Pour la détermination du rapport d’embranchement R,, on considére que chaque
décroissance a 2 issues possibles: la radioactivit¢ 2P correspond a un succes, et la
décroissance B a un échec. Si p est la probabilité de succés pour un événement, alors
P = Rzp.
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La loi binomiale (cf. §2.4.1) donne la probabilit¢é d’obtenir n succés lorsquon a N
événements. Si on note s un succeés et e un échec, Py{xy,...,xy} la probabilité d’'un ensemble
de résultats (ou chaque x; est soit un succés s soit un échec e), alors Py(n) la probabilité
d’avoir n succés vaut :
-pourN=1: Py0)=P{e}=1-p
P1(1)=Pis}t=p
-pour N=2: P50) = Pye,e} = P{e} x P,{e} = (1 - p)?
Py(1) = Pys.e} + Pxe,s} = 2 x P+{e} x Py{s} = 2p(1 - p)
P5(2) = Pys,s} = Py{s} x P{s} = p°

Si on généralise, on retrouve I'expression de la loi binomiale (voir figure 2-5 pour différentes
valeurs de p a nombre d’observations N constant, et figure 4-2 pour une probabilité p
constante et un nombre variable d’observations) :

Py(np)=—"__p.(1-p)*"

n!(N — n)!
p=07
»
- N=2
0.4 4 LoNd
g H - N=6
[ ! . - N=8
2 ; S ~ N=10
E o
o 02— r SN Y
(=8 : & " % 5
: '] %
I r « -
- < E “
& »
gl T 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
ohservations n

figure 4-2. Loi binomiale pour une probabilité individuelle de succes
p fixée, et différents nombres d'observations N.

4.1.2. Approche classique
Le paramétre recherché est la probabilité p de succés, cest a dire le rapport
d’embranchement Rzp, que I'on cherche a estimer a partir des observations expérimentales.
On peut utiliser le maximum de vraisemblance (M.V.) comme estimateur. Si on a observé nzp
succeés (radioactivité 2P) et Nyps — n,p échecs (décroissance p) alors la fonction de
vraisemblance s’écrit, pour une probabilité p :
N
Nops—N2p
L(nzp|p = RZP!Nobs): HP: = pnz,, : (1 - p)
L’estimateur est la valeur qui maximise cette fonction, et qui s’écrit alors trés simplement :
L(n,.|p,N )
( 2P p obs) — o PN p — 2P
dp Nobs
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On détermine la ceinture de confiance de la loi binomiale comme il a été décrit au
paragraphe 3.5.1 (voir figure 4-3). La probabilit¢ d’obtenir un estimateur P, pour un

parameétre vrai p est simplement (puisque P oc n,,): P(ﬁ|p)= P(n2P|p, Nobs).

Pour un nombre de succés nap, (0N note pap la valeur correspondante de I'estimateur), on
détermine l'intervalle [pa,pg] tel que (voir le principe de la figure 3-2) :

Nobs
- paesttelle que P[f) > p,p = 2P pA] > P(n|ps,N,,,)=a,

N obs n=nzp

n2P

- pgesttelle que : P[f) S Pyp = pB] ZZP:P(n|pB!Nobs) =,
n=0

obs

N obs = 1 0

nyp . nzp = 7
Pa: Y P(p o nlp,)=a, = T - NP

n=0 T T ., Pa: Zp(p oC n|pA)= a,

..-«"’rﬁ s - -y - l""n. ’ n=nzp
- - __r""ﬂ‘ T Y
oo - e »
-— e\ e - i
ey - T T Y
e 05 -\ 7 -~
“ 4 «‘w,.- e - L o
] -~ - o

z 0. ) _.«*’"r} __.««”"J _,.-"’"
& 0-3 4-‘('“..#“"’(‘- p “4_“,»" .", i
— 0.2' «_\4_./“"’ = s 3
[ =4 _NJ"’ - b
L— 0-1 e -~ K e L Y
& R 4". - W - by

10 - - 2 oy,

- l'," 1‘\. "
0. S ] ] ¢
Ceinture de A 9
confiance qL 0.6 -~
; 10
04 ’ 8
% 6 o

figure 4-3. Ceinture de confiance pour la loi binomiale. Le tracé présente la probabilité P(n|p,N). On
détermine pour chaque valeur possible du nombre de succés n les bornes de l'intervalle de confiance
[pa,pe]. Dans cet exemple, pour n,p=7, pa est tel que P(n>nyp | pa)=a, et pg est tel que
P(n < nzp | ps) = a1

Le résultat est obtenu en résolvant numériquement les équations pour déterminer p, et ps.
Dans notre exemple, pour 10 noyaux produits, dont 7 qui décroissent par radioactivité 2-
protons, lintervalle de confiance symétrique (en=a = (1-/6)/2) pour un degré de
confiance a « 1o » (= 68,3 %), on a alors :
- estimateur : R,, =0,7
- intervalle de confiance : [R,,R;]=[0,492;0,858]
Soit finalement :
0,16
Ry = 0s70to,21
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4.1.3. Approche bayesienne
La probabilité du paramétre vrai p, sachant qu'on a observé n succés parmi N observations
est donnée par la relation :

P(pin,N) =P (1P N) - P(p)
J,P(nlp,N) - P(p') - dp’

Il est nécessaire de faire une hypothése sur la probabilité a priori de P(p). Comme toutes les
valeurs du rapport d’embranchement sont possibles, et sans préférence « a priori », on fait

ici le choix d’une distribution uniforme de P(p) «< 1.
La probabilité de I'observation est donnée par la fonction de vraisemblance :

P(nlp,N) « L(n|p,N)= p" - (1= p)*™"

N+1 . (N N! - ‘
,N)=—=——, ou =——— la probabilit¢ du parameétre est

pN) (N} (nj nN—ny’ =P g P

n

alors (elle est représentée sur la figure 4-4) :

Comme I: L(n

1 N n N-n
P(pln,N)=—"—.| " |.p"-(1-
(p|n,N) N+ [njp (1-p)

B Nobs =10

nop =7
o
=
& B
5
| =4
Fi
o

l | | | p"l\ PO l Ps l
O(J 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
parametre p

figure 4-4. Probabilité a posteriori du rapport d’embranchement dans le cadre de I'approche
bayesienne, pour un nombre de radioactivités 2-protons ny,r =7 sur un nombre d'observations de
Nobs = 10. La ligne pointillée représente la valeur pour laquelle cette probabilité est maximum py, et les
lignes verticales pleines indiquent I'intervalle de confiance [pa,ps] & 68,3 % (on a P(pa)=P(pg)).
L’intervalle de confiance (le plus petit) pour un degré de confiance g est obtenu en résolvant
(numériquement) les équations :

P(p4n,N) = P(pg|n,N)
I:P(p'ln, N)-dp'=p

Le résultat est alors, dans les mémes conditions que précédemment : R,, = 0,707072 .
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On constate que l'intervalle de confiance obtenu est plus petit que celui de I'approche
classique (du fait de I'apport d’information par la probabilité a priori). La figure 4-5 montre la
comparaison des intervalles de confiance obtenus dans les 2 approches, pour différents
nombres d’observations.

0.2
p=0,7
% int. classique
oy int. bayesien
o 0.1~ "t::‘t_
" . :‘.'z--.
-Q: g .l-.-.-,..-_._‘_.___.,_____.1___‘_'__’_.__.“\.“‘“.
T o
E =z@===@==
3— _.r——"_'."-'.t::':::l::‘i'—t:"r':".“’“.:".'". 9
o g B
S -0 "
@ ja e
E o
-0.2— 4
] | ] | ] | ] | ] |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nombre d’observations N

figure 4-5. Comparaison des intervalles de confiance (avec g = 68,3 %)
obtenus pour le rapport d’embranchement 2P (loi binomiale) dans les
approches classique et bayesiennes, pour différents nombre
d'observations (en abscisse), en gardant constant ['estimateur
nzp/ Nops = 0,7.

4.2. Application d’une loi continue : mesure de durée de vie

On cherche maintenant a déterminer la durée de vie du noyau produit, quelle que soit sont
mode de décroissance (on peut déduire la durée de vie pour chaque mode de décroissance
a partir de la durée de vie du noyau et des rapports d’embranchement de chaque mode).

25

1.5

nombre de coups (par 0.5 ms)

" " L L —
% 5 70 15 20 25
temps t (ms)

figure 4-6. Histogramme des instants de décroissance pour
I'ensemble des noyaux produits. La courbe représente la
loi de décroissance pour la valeur théorique de la durée de
vie (5 ms).
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Pour les Nops = 10 noyaux produits, on observe les temps de décroissance suivant (en ms)
pour chaque noyau (voir représentation figure 4-6) :

t = {t""'tNobs
={ 0905 4550 10,278 4,456 18,310
22,741 2,856 1,590 2,940 7,331 }

4.2.1. Loi de probabilité de la décroissance radioactive

La probabilité de décroissance par unité de temps est une constante: A. Alors, si la
décroissance n’a pas encore eu lieu a un instant t, on a :

- probabilité que la décroissance ait lieu entre tet t + dt : At;
- probabilité que la décroissance n’ait pas lieu entre tet t + dt: 1 — Af.

La probabilité que la décroissance ait lieu entre t et t + dt est f(t|/1) -dt. C'est le produit de
la probabilité que la décroissance n’ait pas encore eu lieu E(t|/1) et de la probabilité pour
lintervalle de temps dft : soit f(t|1) - dt = P(t{4)- A -dt.

La probabilité que la décroissance n’ait pas eu lieu a un instant t + dt est de la méme
maniére : P(t + dt|A) = P(t|{4)- (1— At). Ce qui donne une équation différentielle dont le

résultat est : P(t}4) c ™.

La loi de probabilité (f.d.p.) pour la décroissance radioactive est donc :

f(t|/1) =i-e*.
La durée de vie du noyau, T4, est donnée par le temps au bout duquel la probabilité que la
décroissance ait eu lieu est de 50 %. Elle est reliée a la constante de décroissance par :

In2
T1/2 ==

A
4.2.2. Approche classique

On utilise ici encore le maximum de vraisemblance comme estimateur du paramétre A. La
fonction de vraisemblance s’écrit :

., N N
Llea)=T1R =T]4e™
i=1 i=1

N
=" exp[— A Zt,.] =" -exp[- it,]
i=1

On constate que la fonction de vraisemblance ne dépend que de la somme des instants de
décroissance, et non des valeurs individuelles. Son maximum est tel que :

dLt|4) _, . dinL(t}a) _
di dA

N
avec t, = Yt
i=1

Et comme InL(tE|/1) =N-In(4) - At;, on a donc w = %—tz. Et I'estimateur du

. . ~ N
maximum de vraisemblance estalors: 4 = —.
z
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Pour déterminer la ceinture de confiance pour cet estimateur, on détermine la fonction de
probabilité de I'estimateur fN(/1|ﬂ1,), pour N observations et en supposant un paramétre

« vrai » Ay. On calcule cette fonction a partir de la probabilité f,f,”(t2|/10) d’obtenir t;. Pour N
mesure, cette probabilité s’écrit :

(8 140) = [} Pt ) % [ F(tl)

N1

y Itz—t1—--~—'n-2 f(tN—1|/1°) X f[t/v =t - ztj

t,1=0 j=1

ﬂﬂj-dt1-dt2...-dtN_1
Un calcul par récurrence permet d’obtenir :
fl\(lt) (t2|/10) = —(/10 . tZ)N_1 @Rt
(N -1)!
On retrouve la forme d'une loi de Poisson (cf. §2.4.2) pour une variable x=A4,-t;, qui
donne la probabilité d’'observer N — 1 événements (sur l'intervalle de temps t;) alors qu’on

en attend en moyenne x. Le facteur A, vient du changement de variable de x a t
(f(x)-dx =f(t)-dt).

Pour obtenir la f.d.p. de I'estimateur, on procéde au changement de variable :

=N o %=—ﬂ2=—i
t; oA A N
On a alors :
fy (/?'Mo) -dA = f/\(lt) (t>:|’10) -dt;

et finalement :

N
N [Nﬂﬂ) {~%)
fN(/’i‘M’O):I'T'e g

Sionnote x=4,-t; =N % alors la f.d.p. pour I'estimateur s’écrit de fagon simplifiée :

N x"
fN(2‘|ﬂ’0) —I'm'e

On peut alors calculer lintervalle de confiance [14,48] comme vu précédemment (cf. §3.5.1).
Si 4 est la valeur de l'estimateur pour l'observation expérimentale, les bornes de

exp

l'intervalle de confiance sont données par (voir figure 4-7) :

P(A < Applis)= [ £u(4]As) - dA =,
et
P(A>4,,02,)= L*‘” fy(AA,)-dA = a,

Pour I'échantillon mesuré (qui donne la valeur A,

exp

), on calcule la valeur de I'estimateur et
on résout numériquement les équations pour l'intervalle de confiance, ce qui donne :

- estimateur : A=0132 soit T,,, = 5,268

- intervalle de confiance : [4,,4,]=[0,091;0,173] soit T, = 7,647 et T, = 4,018
Soit finalement, pour I'approche classique : T,, = 5,3"73 ms .
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figure 4-7. Détermination de la ceinture de confiance pour la constante de décroissance radioactive.
Pour une valeur observée de t5, on détermine la valeur Ag telle que P(A 2 Aexp | A8) = o €t celle de A,
telle que P(A < Aexp | Aa) = .
4.2.3. Approche bayesienne
La f.d.p. du paramétre 4, dans I'approche bayesienne, est donnée par :
f(t,|1)-P(A

jo f(t;|4')- P(1)-dA’
Si toutes les valeurs (positives) de A sont possibles, et sans préférence a priori, alors on fait
le choix (arbitraire) de P(4) uniforme. La f.d.p. du parametre est alors :

N—1
f(/1|tz) = t}: : (ﬂ : t—z) 0 e_'“2
(N -1
Cette fonction est représentée sur la figure 4-8.

Les bornes de l'intervalle de confiance (8= 68,3 %) peuvent étre obtenues en résolvant le
systeme d’équations (voir figure 4-8):
f(ﬂA|t2) = f(’13|t2)
48 ' '
LA f(Alt;)-dA' =B

La résolution numérique donne alors le résultat 4 = 0,132:3031, soit T, = 5,373 ms .

Comme vu au paragraphe 3.5.2, on peut faire un autre choix pour l'intervalle. Par exemple,

faire le choix que P(1<4,)=P(A124;)=a =1_T’B. Dans ce cas, on obtient le résultat
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suivant: T,,, =5,3f}:§ ms. On constate alors que lintervalle précédent n'est pas le plus

petit, contrairement a ce qui a été dit au paragraphe 3.5.2. En fait, c’est d0 au changement
de variable de 4 a Ty;. En effet, I'intervalle obtenu dans le premier cas est bien le plus petit
pour le paramétre A (voir figure 4-8).

10—

<))
[

dP(). |t )/ dh

Ii |
% 0.1 0.2 0.3
constante de décroissance A

figure 4-8. Calcul bayesien de lintervalle de confiance pour la
constante de décroissance A. L'intervalle en trait plein correspond
au plus petit intervalle [1a,48] tel que f(4,x) = f(4g), alors que
I'intervalle en pointillés correspond au choix « symétrique » , tel
que P(A<Ax) = P(A2 46) = a.

La remarque précédente suggeére que I'on peut faire le choix d’'un autre parameétre. Si on
définit le temps caractéristique 7tel que :
_A_ T
A In2

—(t
alors la f.d.p. de l'instant de décroissance devient : f(t|z') = 1-e )
T

et la fonction de vraisemblance : L(i‘r)= iN . exp[— t—2:|
T T

De la méme maniére que précédemment (avec le paramétre A), on détermine la f.d.p. de
I'estimateur du parameétre 7 dans 'approche bayesienne. Il faut donc faire une hypothése sur

la probabilité a priori de 7. On peut bien entendu faire le choix d’une distribution uniforme. II
est a noter que ce choix est différent du cas précédent, puisqu’une distribution uniforme de
7 implique une distribution qui n’est pas uniforme pour A =1/7. Les deux hypothéses
(probabilité uniforme de 7 ou de 4) sont donc différentes !

Avec le choix du paramétre 7, la f.d.p. est alors, a partir du théoréme de Bayes (en
supposant P(7) uniforme) :
(t/ N-2
z
) A
f(rit,))=t, . ~—~—-e "
Cette probabilité est représentée sur la figure 2-1.
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1+3,466

Pour un intervalle & 68,3 % de confiance, on obtient 7 =7,601'345 , soit T, = 5,3"35 ms,

en choisissant les bornes de l'intervalle telles que f(rA|t2) = f(rB|tz).

s 0.1
~"0.08}—

S 0.08/

0.16

0.14—

0.12[—

0.04—

0.02[—

10 15 20 25

temps caractéristique ©

figure 4-9. Calcul bayesien de l'intervalle de confiance
pour le temps caractéristique z. L'intervalle en trait plein
correspond au plus petit
f(za) = f(7g), alors que l'intervalle en pointillés correspond
au choix « symétrique », tel que P(z< z4) = P(r> ) = a.

intervalle [za,7g] tel que

4.2.4. Remarques sur les résultats classiques et bayesiens
Cet exemple d’estimation de durée de vie illustre les différentes approches. Dans le cas
classique, quel que soit le paramétre considéré (constante de décroissance A ou temps

caractéristique 7), le méme résultat est obtenu (aucune hypothése n’est faite a priori). Dans
le cas bayesien, on constate que le résultat n'est pas exactement le méme selon le

paramétre choisi.

Dans les cas présentés, qui correspondent a 10 mesures, les résultats ne difféerent pas
beaucoup, mais plus la statistique est faible, plus ces différences peuvent étre importantes.
Le tableau ci-dessous montre les résultats des différentes approches pour différents
nombres d’observations.

Nombre

d’observations

Durée de vie selon le type d’analyse

classique

bayesienne
(plus petit intervalle pour le paramétre)

paramétre A paramétre 7

N=5 T1/2 = 5,34t:;'g16 ms 7.1/2 = 5,34t:15”§49 ms 1'1/2 — 5,343:142 ms
N =10 T1/2 = 5’27ﬁ,’§58 ms T1/2 = 5’27:%?1,; ms T1/2 = 5s27ﬁ,'54§ ms
N =20 T,= 4323;% ms | T,,= 4923’;% ms | T,,= 4,921’113; ms
N =50 T.,=470%00u ms | T,,=47000 ms | T,, =470 ms

Tableau des durées de vies obtenues avec des données simulées avec une valeur
effective Ty, = 5 ms. Pour les différents nombres N d’observations, les données sont les
mémes, en se limitant aux N premiers résultats de la simulation.
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4.2.5. Mesure de durée de vie avec bruit de fond

L’exemple précédent (mesure de durée de vie) est trés simplifié par rapport aux situations
généralement rencontrées dans la réalité. Parmi les facteurs qui sont susceptibles de rendre
I'analyse plus délicate, on peut noter (par exemple) :
- que pour chaque noyau produit, la décroissance est mesurée pendant un temps fini ;
- qu’il y a généralement du bruit de fond, c’est a dire des événements indésirables
gu’on ne sait pas distinguer du signal de décroissance ;
- qu’il peut y avoir du temps mort, c’est a dire qu’on peut manquer des événements ;

On se propose ici de reprendre le cas précédent d’'une mesure de durée de vie, en présence
de bruit de fond. Pour chacun des N noyaux produits, on mesure la décroissance pendant un
intervalle de temps fixe T.
Pour une « mesure » (observations des signaux de décroissance pour 1 noyau, pendant un
temps T), on peut avoir :

- la décroissance du noyau (0 ou 1 événement) ;

- du bruit de fond : événements aléatoires de fréquence v, supposée constante.

L’'information contenue dans ['échantillon (N mesures avec un nombre variable
d’événements) comporte a la fois des aspects discrets (nombre d’événements) et des
aspects continus (instant des événements).

Pour simplifier le probléme, on suppose la fréquence du bruit de fond connue (si par
exemple elle peut étre déterminée par des mesures complémentaires indépendantes) :

v, =0,00ms™ . Il s'agit alors d’estimer un seul paramétre : la durée de vie.

Analyse par événements
On peut envisager une analyse événement par événement, en déterminant pour chaque
mesure i (c'est a dire pour chaque noyau produit), la probabilité d’observer n; événements

(décroissance vraie et/ou bruit de fond) & des temps t\",. .,t,(,';).

On peut écrire la fonctlon de vraisemblance sous la forme :

L(obs|1) = HP(n)xf (D, )

ou P(n;) est la probabilit¢ d'observer n; événements pour la mesure i et f, (£, t) est
la probabilité (conditionnelle) lorsqu’on a observé n; événements que ces événements aient
lieu aux temps t{",...,t). On n'entre pas ici dans les détails du calcul (qui sont dans la
présentation orale), mais la fonction de vraisemblance prend la forme :

L(obs|1)= H{ e B(n) +B(n —1)-Z [zexp( ,u"))}}

i=1

. v,-T)" . - , o
ou B(n)= %-e T est la probabilité pour une mesure d’'observer n événements de
n!

bruit de fond (il s’agit d’'une loi de poisson donnant la probabilité d’observer n événements
lorsqu’on en attend en moyenne v, - T ).

L’approche classique ne permet pas ici de ftraiter le probleme : il faudrait envisager
'ensemble des possibilités conduisant au méme estimateur : il y en a une infinité. Seule
I'approche bayesienne est possible.

En utilisant I'estimateur du maximum de vraisemblance (avec par exemple I'hypothése que
P(1) est uniforme), on peut calculer un intervalle de confiance pour le parameétre.
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Néanmoins, si le calcul semble relativement simple, il n’est pas exact : dans notre exemple,
le maximum de vraisemblance ne satisfait pas les conditions (commutation des opérateurs
de dérivation et d’intégration, voir §3.3.4) qui garantissent que 'estimateur est consistant.

Analyse par histogramme

La solution la plus simple dans ce type de probléeme est de créer un histogramme des
mesures (voir figure 4-10). Cela implique une discrétisation du probléme, et une perte
d’'information liée au « binning » (discrétisation des instants d’observation des événements).
Le probléme consiste alors a analyser la forme de I'histogramme en fonction du nombre de
coups attendus dans chaque intervalle de temps At (bin).

nembre de ooups (par 1 ma)

% 20 a0 &0 80 700
temps t (ms)

figure 4-10. Histogramme des mesures (issues d’'une simulation) obtenu avec
un échantillonnage toute les millisecondes (At =1 ms) de la durée de chaque
mesure (T =100 ms) : I'histogramme non coloré correspond a I'ensemble des
événements (décroissance et bruit de fond), I'histogramme coloré correspond
aux seuls événements de décroissance (identiques aux événements analysé
dans la mesure de durée de vie sans bruit de fond), et la courbe correspond a la
distribution moyenne pour les paramétres d’entrée de la simulation : Ty, =5 ms
et , = 0,01 ms™.

Pour une mesure (1 noyau produit), le nombre d’événements par unité de temps est donné
par :
dndec(t) =1. e—lt

dt

- pour le fond (constant) : % =v,

- pour la décroissance :

Par conséquent, pour 'ensemble de I'histogramme, comprenant les décroissances et le fond
de chacune des N mesures, le taux d’événements est donné par :

ant) _ . [1-e +v,]

dt

Le nombre moyen g de coups attendus dans un intervalle i compris entre t; et t; + At (avec
ti=1ix At) est alors :

ti+at dn(t’) dt’ dn(t;) At
t; dt dt
~N-At-[1 e 1y, ]

Hi =
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La probabilité d’observer n; événements dans l'intervalle j lorsqu'on en attend 4 est donnée
par la loi de Poisson (voir §2.4.2), et la fonction de vraisemblance est alors :

L(obs|ﬂ) = HM e M

n.
J

Ici encore, I'approche classique n’est pas possible, car pour calculer la probabilité d'un

estimateur 4 étant donné un paramétre vrai 4, il faut envisager tous les cas possibles. On

peut cependant faire le calcul dans le cas bayesien, en utilisant le maximum de
vraisemblance comme estimateur de A .
En supposant une probabilité a priori uniforme de A, on obtient le résultat suivant (voir figure

4-11): T, = 4,453

L’analyse en choisissant le temps caractéristique z comme paramétre donne : T,,, = 4,4’:2:12

4+
= 3
& 2
)
1_
i| | 1
) 0.2 0.4 0.6

constante de décroissance A (ms™)

figure 4-11. Intervalle de confiance bayesien dans la
détermination de la durée de vie avec bruit de fond, en
utilisant la constante de décroissance A comme parametre.

4.3. Conclusion sur les exemples a faible statistique

Les exemples présentés sont au départ trés simples. Dans le cas de la mesure de durée de
vie, on a pu constater qu’en ajoutant seulement le bruit de fond, le probléme devient plus
complexe. De plus, en dehors de « cas d’école », l'approche classique de l'analyse
statistique est souvent impossible, et le traitement bayesien du probléme devient
incontournable. Enfin, en régle générale (et c’est déja le cas pour les cas trés simples
présentés ici), il n’y a pas de solution analytique au probléme, et les intervalles de confiance
doivent étre déterminés par des méthodes numériques de résolution des équations.

En ce qui concerne lillustration du traitement des faibles statistiques dans le cas de la
radioactivité 2-protons, on est encore loin d’'une situation réaliste. Pour la détermination du
rapport d’embranchement, il faudrait introduire la probabilité d’erreur dans la détermination
du type d’événement (émission 2-protons ou radioactivité ). Pour la durée de vie, outre le
bruit de fond, le temps mort devrait également étre pris en compte.

Comme un probléme simple peut trés vite devenir complexe, il convient de bien étudier
chaque probleme dans le détail, pour déterminer les aspects réellement significatifs. Il n’est
guére utile de rendre un probléme inextricable pour des détails qui en fin de compte ont un
effet négligeable.
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