2.3.1.3 Circuit résonant série (R,L,C)

Soit un circuit série (RLC) traversé par un courartable alternatii(t)

C
L
A B c N C o
R —W_‘ on suppose que le'courant i(t)apour expression :
i(0)=i 50 < B B | i(t) = I V2 coswt
Ug u_ Uc

u
Par application de la&¢®oi de Kirshhoff aux dipdles R, L et C en sérieaon u(t) = up(t) + u (t) + uo(t)
Toutes ces tensions sont sinusoidales et auroneppuession :
u(t) = UvV2 cos(wt + @y)  ug(t) = UgV2 cos(wt + @) u,(t) = Uv2cos(wt + @)  uc(t)=UcV2 cos(wt + @)

En représentation complexe :
u(t) = Q\E glwt avec U = Ue/®Y (AEC composé de la valeur efficace U et de la phase @)

up(t) = UgV2e/®t  avec Uy = Uy e/?® (AEC composée de la valeur efficace U et de la phase ¢p)

u,(t) =U V2e/®t  avec U, =U, e/ (AEC composée de lavaleur efficace U, et de la phase ¢;)

uc(t) = U2 e/t avec U, = U, el?c (AEC composée de la valeur efficace U, et de la phase ¢)
u(t) = up(t) +w () +uct) o UV2 eft=UpV2 e/t + U, V2 e/ + U V2 el

& UV2 e/t=(Uy +U, +U;)V2 e/t

S| U=U+U +U




Pour le courant électrique en représentation corepe a :
i(t) = N2 e/®t avecl = I e/° (AEC composée de la valeur efficace I et de la phas a l'origine ¢; = 0)

On a vu d’'autre part qu’en représentation complexegpport tension/courant definissait la notidmgédance Z

2 elot . U Ug
&:uizuzuﬂ IIenseradememepour§L=i et §C=_—L
L I2 edot | L L
En remplacant dans I'équation précédente :
U=Zgl +Z, I1+Z: 1= (ZR + Z¢ ) I & =Zy +Z, +Z; =Z, ouZ,estl'impédance équivalente

|~ =11

1N
Il

Zp +2, +Z¢ —R+1Lw—%—R+j(Lw

LW

m) = - +](Lw (m)

1
2
1 Lw ——=—
module |Ze| =Z = JRZ + (Lw —m) et argZ, = @z, = arctan (T&‘)) pour la phase

oy

En faisant varier la fréquen€du générateur de tension donagde module de I'impédancg devient une fonction d@

Tragons avec EXCEL 1'évolution du module de Z, et de la phase ¢z, en fonction de la fréquence f (ou w) du générateut
alimentant le circuit




1 -

3 R= 350 Ohm

3 €= 210607 Farad

4 i 5.00E-02 Henry

5 |

6 fihz) il ZC e Phi
7| 100 31 7579 75555 87
§ | 120 38 6316 5287.7 &7
9| 140 44 5413 5380.8 86
10 160 50 4737 4699.5 -85
11 180 57 4210 4168.6 -85
12| 200 63 3789 37430 -85
13| 220 59 3445 3393.9 -84
14 240 75 3158 3102.2 -84
15| 260 82 3915 78548 83
16| 280 B3 2707 2642.0 -82
17| 300 94 2525 24571 -82
18 320 101 2368 22947 81
19| 340 107 2379 21509 a1
20| 260 113 2105 20225 80
2| 380 119 1994 1907.4 79
2 400 126 1895 1803.3 79
23|  az0 132 1804 17088 78
24| 240 138 1722 16224 78
25| 460 145 1648 15433 77
25 480 151 1574 14704 -76
27 500 157 1516 14030 -76
% 700 220 1083 8311 58
29| 900 283 842 650.8 =g
0| 1100 346 589 490.3 -4
31| 1300 308 533 3911 -27
32| 1500 471 505 3516 6
e
34| 1953 514 388 4163 33
35| 2353 739 322 5445 50
36| 2753 865 275 58556 59
37| 3153 991 240 B27.8 65
38| 3553 1116 213 968.4 59
38| 3953 1242 192 1106.9 72
40| a3s3 1368 174 12437 74
41|  ars3 1493 159 1378.9 75
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I
Lw—m

1\2
module |Ze| =Z,= \]Rz + (Lw - m) et argZ, = ¢z, = arctan (T) pour la phase

il existe donc une fréquence f, ou bien une pulsation w, pour laquelle on a:

Lw, — =0 c'estadire Lw, = ou bien LCw% =1
CUJD CCL)O
* Résonance A
Uc=lICw
2= Z, estminimum: Z_=R
LCoy=1 U =Ll
u
U=z let Z,estminimum = | est maximum o)
, 0 -
U= O (]2 Un=R
1
U=Lwd |1+ < <7< |
I 1 ( |
Ueg=a— | | JERT ! \
Cwy L----- "\N,r -------- . Uc=l/Cay,
. U =Lyl
U =U. =2 Ily a surtension au borne de L et C
UL UC Lwo 1 %
Q=F=F == R =RC(U0 0 U-=RI
R

Q est le coefficient de surtention Uet | sonten phase




« Etude de la résonance par variation de la fréquence f ( w=211 )

Résonance pour f, : LCw?= 41PLCf, =1

[((A)=U/Ze
A Z€=R Z(Q) A

Rt

En résumeé

d=déphasage u/i
A

+90°

axe des phases

>@p =0

-90°
f, f (Hz) fo f (Hz)
Zc
Exemple: R10Q; L=1H; C=10pF. Calculer w, f,etQ ? Z
ZR»L’C
LCaf =1= ap = |- =31622 et f, = 5033Hz
LC ¢
ZR

Ly, L 0
=% - | = - 3182
Q = = 1




2.3.2 Association d'impédances en paralléle

2.3.2.1 Admittances complexes équivalentes

4y
B LA B
Z - —>—— L, [|——
<€
Z, U
<€
U
Application de la 1¢ loi de Kirshhoff
I=11+1,+1;3 et U=Zih=24L=2313=2.1
U _ u_ u_ u_
[=g=Y.U e Lz=nuU Lg Xzﬂj l=viu

U
Ze Z1 L I3 \&n Iz I3

avec Y. =Y +Y,+Y, } 'admittance équivalente au montage en dérivation




Exemple circuit (RC) parallele

R(Ys=1/R)

C(¥c=iCw)

I

Remargue importante:

D’une maniere générale, pour des dipdles montés en dérivation, on choisit presque toujours la tension
(qui est commune) comme vecteur de référence (aligné avec I'axe $=0) dans la représentation de Fresnel, pour
déterminer les phases associées aux courants qui traversent ces dipdles.

[c=UCw

/

. Axe des phases




2.3.2.2 diviseur de courant

Cas de 3 impédances Z,,Z,,Z; en paralléle

B |_3:\_(3Ll:|_(

Y, +Y,+Y,

|

I

par le courant j(t) = [V2 cos wt -

En appliquant le diviseur de tension avec les admittances:

RCw .
(Lf:im (RCw +j)

I RCw

1
i : = arctan | ——
phase : @ = arctan (RCQ)

Y,
_ =’
L _jtw _, _JjRCw (1 - jRCw) jRCw
Ir=1 ——=1 = =1

o+l T TRCaT (RCw)? + 1

RCw 5
valeur efficace : ]C = |£Cl = |ll W v (RC(U) +1= m

Exemple : Donner I'expression de I dans le cas du circuit (R//C) ci-contre si celui-ci est parcouru

R(Yg=1/R)

C¥c=jCw)

U




2.3.2.3 Circuit résonant parallele (R,L,C)

R u(t) = ur(t) =u (t) =uc(t)
1 . 1
1) 1Y 1
modulgY,| =,/| = | +| Cw———| etargY,=¢=arctarR Cw——
e [R) ( ij e rR{ Lw)
<€ A
U {=dpt Lty IL=UlLw
» Résonance | LCwy?=1 =Y U lc=UCw
Y, est minimum : Y,=1/R ¢
_ - - 0 - >
1=Y, U et .| estminimum = |I| prend une valeur minimale IR:U/R U
u
]=1R=E [L=L_a)0 IC=UC(U0 \
|, =lc > ily a surintensité aux bornes de L et C lc=UCwy |f1,=UrLwy
I, I _
Q:—L:—C :)Q:—:RC(UO %I_Yeu >
| I Lwg 0 U
I=U/R

Q est le coefficient de surintensité

Uet | sonten phase




2.4 Générateurs sinusoidaux
2.4.1 générateurs de tension

» Générateur de tension idéal (impédance interne nulle)

+ o~ - -
A_@_B A (8
U/
EO ¢

EQ ¢

Exemple

(_@_ Impose dans la branche entre A et B une tension :

4OVD? =le(t) = ey (t):40\/§cos(wt+%j V

10



* Générateur de tension réel (impédance interne non nulle)

EO ¢

2.4.2 générateurs de COURANT

» Geénérateur de courant idéal (impédance interne nulle)

b
A (Ei) B
oL ¢

» Générateur de courant réel (impédance interne non nulle)

~ Impose dans la branche un courant :
A B
1 S5, —  |i(t) =igs (1) = 1yv/2 cos (wt + @) A
Z(Y)

11



2.4.3 Dualité gén. de tension = gén. de courant

:
fo

<€
U
-
gt. >gci”® Z
Lo =Zt

lg

A i3
Zo
<
uU
Et =Zo- 1o
g.c. > g.t. 7, =7,
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2.5 Association dipdle actif et dipble passif

2.5.1 puissance instantanée

Prenons u(t) = U ~/2 cos(wt) et i(t) = 142 cos(wt - @)
dw

P(t) = e = u(t).i(t)
P(t) = 2U .l.cos(«t).cos(at — ¢ )= 2U .I.cos(at)[cos «tcos ¢ + sin «t.sin ¢]
P(t)=U. .[2.cos2 wt cos ¢ + 2.cos wt .sin wt .sin qo]: U .l .[(cos 2wt +1) cos @ + sin 2wt .sin qo]
P(t) =U .l.[(cos 2wt.cos @ + sin 2wt .sin @ + cos @] = U .1 [cos (2wt - @)+ cos ¢]
P(t)=U.l.cosp+U . .cos (2wt —50)

'

2.5.2 puissance moyenne

Puissance

‘ Puissance
active

fluctuante

Ing _).’i_ B

<€

U=Upjpp

1 7 2 ¢T/2 )
P = T_J'O P (t).dt =T—I0 u(t).i(t)dt = U .1 .cos @

Facteur de puisssance: COS ¢
Puissance active P =Ulcos ¢ (W)

Puissance apparente : P, = U.| (V.A) Si le facteur de puissance est >0 le dipdle est passif
Si le facteur de puissance est <0 le dipdle est actif

13



Exemple:

Prenons u(t) = 230\/§cos(wt) et i(t) = 18\/§cos(wt - i—oﬂj

U =230V | =18A cosg= 038 = P(t) =U .l.cos@+U .lI.cos(2wt - @)
P(t)max :U .l.cosg+U .l = 7,45 kW

P(t)min :U.l.cosg-U.l = -082 kW

Avec une puissance moyenne = 3,3kW =U .l.cos¢

2.5.3 puissance complexe

Prenons

u(t) = UvV2 cos(wt+¢) = U="Uel? et i(t) =IV2coswt = [=1el® =]

P=U-I=U-1-e/?=U-1-cosp+jU-1-sing=P+jQ

S=U-1 puissance apparente  ( VA : Volt — Ampére )
P=U-1-cosp puissance active ( W :Watt )
Q=U-1-singp puissanceréactive (VAR : Volt Ampere Réactif )

14



2.5.4 adaptation d'impédance

Puissance mise en jeu dans le dipdle AB d’ impédance Z

Z=r+jX

P=U .l
Z E
U, =——E, & |, ===
oz, T P Z+Z,
P = £ E. | % = Z > Et2
zZ+2, z +z2,| (z+z,)
P... = Re(P)

active

R
On montre que : P, = Et{(R+ r)?+ (X + x)z}

P, max pour : X - xet R - rc'estadire Z -~ Z,

15



3. Analyse de circuits en régime sinusoidal

3.1. Généralités
Toutes les méthodes d’analyse vues dans le cas des circuits en courant continu sont transposables avec les

notations complexes.
Le retour aux “significations physiques” se fait par :

modules => valeurs efficaces
arguments => déphasages relatifs

3.2. Méthode des mailles — méthode des noeuds
Exemple de circuit

3.2.1 Méthode des mailles b-n+1 = 2 équations - 2 mailles

m): B —Z 1y —Z311+Z31, —Zcl1+Zc1,=0 ®

o E—(Zi+Z3+Zc) 11+ (Z3+Zc)1,=0 ( Z,=R=20Q A Z,=R=20Q

& 10-(6-2)) I;+(@-2))1,=0 T

m2):—Zylo—Z 1o —E—Zclo+Zcli—Z3l,+Z31,=0 c Z =4
o —(Za+Zi+Zc+Za) L~ B+ (Zo+Za) 1y =0 i

© —(6+2)I,—-6j+(4—-2j)1,=0

(6-2)) I,-(4-2))1,=10
4-2p)1,-(6+2j) I, =6f
* 60190

16



Résolution du systeme d’équations par la méthode de combinaison (préférable a la substitution car plus de calculs)

6-2) I;—(4—2)) [, =10 *(6+2)
(4-2) Li—(6+2) I, =6] x_(4_2)

T

Il vient en faisant la somme membre a membre :

(6-2) (6+2))1,-(4-2)) (4—-2)) I, =10(6+2j) —6j (4—-2))

281,+16j [, =48—4] o (7—4j)1,=12-11j

On multiplie les 2 équations pour éliminer 1,

_12—j _(12—j) (7—4}')_80—55}'_16—11}' R [ 16 — 115

S 1= = = I, =
T +4) T (T+4) (T -4)) 65 13 -1 13
Détermination de la valeur efficace I, et de la phase du courant [, A
V162 4+ 112 4+90° Angle orienté
valeur efficace: I} = |£1| =— 713 - 1,493 A Sens trigonométrique
Pour la phase ¢ : sing >0 etcosg <0 sing >0 etcosgp >0
16 11 . o
Q=E—j§=11e”’=11(c05(p+jsm<p) avec @ € [—m, m| 11 I w(¢>0)
16 .11
N =-iTz 16— j11 11 v )(¢<0)
_13 713 _
< (cosp +jsing) = = )
I V16% + 112 sing <0 etcosgp <0 sing <0 etcosg >0
10 t si 1 € tde cercle IV
& cosp=——— et sing =————= ¢ E€ auquartde cercle
V162 + 112 V162 + 1172 -90°
-11 11
et tangp = ETS = ¢ = arctan (_E) = —34,51° donc ¢ € bien au quart de cercle IV

17



on obtient finalement : [, = 1,493 A / — 34,51°

: . 34,51
Expression temporelle du courantI;: | i;(t) = 1,493 V2 cos | wt — T

180
16 —11j \ o .
Enremplagant [, = 13 dans le systéme d’équation, on obtient pour [,
7= 126)
12 = 65
V72 + 12672
valeur efficace: I, = |£2| =% - 1,94 A
Pour la phase ¢ :
: -7 _12611.431 o
b =——j—==he? =1 (cosg +]sin )
’ J 20 7 —j126
: o 65 65 _ —'—J
< (cos@ +jsing) = =
I V72 + 1262
il t si 126 € t de cercle 111
& s =—— et sing =————== ¢ € auquartde cercle
V7 + 1262 V72 + 26
—-126 126 . .
et tang = —7 = ¢ = arctan (T) = 86,82° donc ¢ € auquart de cercle I mais la fonction tangente admet

deux solutions 86,82° et (86,82° — 180°) puisque tan @ = tan(mr — @)

La solution a retenir est donc ¢ = —93,18° ce qui vérifie bien

@ € au quartier 111

on obtient finalement: [, =1,94 A4/ —93,18° | i,(t) = 1,942 cos (cut -

93,18
180

")

18



Pour le courant dans la branche centrale

Lo _le—11j -7-126] 87+j71
SBT3 273 65 65
V872 + 717
valeur efficace :  I4p = |Iyp| = — = 1,73 A
Pour la phase ¢ :
87 71 jo . ;
LAB:a“l'ja:IABe = Iy (cos@ + jsingp) = ¢ € au quartier ]

87 87

71 71
et tanp = — = @ = arctan (—) = 39,22° donc ¢ € au quartier /

on obtient finalement : [ 45 =1,73 4 £ 39,22°

Expression temporelle du courant [;:

iap(t) = 1,732 cos (wt +

39,22
180

J

»

Diagramme de Fresnel

Référenczz des phases ¢=0°

19



3.2.2 Méthode des noeuds

Exemple de circuit

Pour la phase ¢ :

98 22 . .

Upg = B IGS Upa €79 = Ugy (cos + jsing) = ¢ € au quartde cercle III
—22 22 . )

et tang = o8 = ¢ = arctan 98] = 12,65° donc ¢ € auquart de cercle I mais la fonction tangente admet

deux solutions 12,65° et (12,65° — 180°) puisque tan ¢ = tan(mw — @)

La solution a retenir est donc ¢ = —167,34° ce qui vérifie bien

¢ € au quart de cercle IlI

Au noeud A: A
Es+Vp—Vay ZB—EA+£z+ZB—Z4=0 Z,=R=2Q Z,=R=2Q
Z Z3 +Zc L +2Z,
10+ U U 6]+ U .
Ypa _—BA J T UBA _ 0 o Z,= 4
2 4—-2j 2+ 4 3
~J I
1 1 1 _ 6j E, {
Q[—]BA(§+4—2j+2+4j)_ > 2+4) N
1 1 1 6] \1 10000° —_—
Upa [1+— —=_5_ Z
Q—BA( +2—j+1+2j)2 (1+2j)2 —_Q .
. . . Zc: 'ZJ EZ
U 1+2+j+1—2] 10 12 + 6j
= _— —_— — J—
“BA 5 5 5 @ 60190°
. . 2 . B
SUps(8—j) =—(62+6j) = |Ups = _E(49 +11j)
Ugy =7,726V £ —167.35°
2vV49% + 117
valeur efficace :  Ugy = |QBA| =—3 = 7,726 V

20



En revenant a chaque courant de branche

1—1[10 U ]—167}'11:” = || = 1,494 etarct 1) = 34510
475 tUpal =73 1= |L|=1, et arctan el = ’
= — [6j + U ]—7”126—:,1 — 1,944 et arctan| 22) = 86,820
2T gy M T Ieal T e T T T oA etardan| T ) = S0,

1 87 + j71 -71 .
[:4_21_[QM]:— e5 = [=1734 etarctan( —— )= ~140,78
Remarque

Le courant déterminé précédemment pour la branche du milieu et celle de droite va de A vers B or ici
I'application de la méthode des nceuds exige, par convention, que tous les courants arrivent au noceud A d’ou la
présence du signe moins.

Pour le courant dans la branche de droite : A
Z,=R=2Q Z,=R=2Q

) . 7+ 126j
par la méthode des mailles : [, = — s = 1,94 A / —93,18°

) 7+ j126 Z, = 4
par la méthode des noeuds: [, = —— =194 A /86,82° g -

65 ~N Il
La somme des deux angles en valeur absolue est égale a 180° =1 N |
12 N
100J0° —_—
Zc: '2J EZ
® 60190°

Cela correspond simplement a un changement de sens




3.3. Théoreme de Thévenin et Norton

3.3.1 Théoreme de Thévenin

Détermination du générateur de Thévenin équivalent entre A et B

A
Z,=R=2Q T Z,=R=2Q
c ZL: 4]
<
nJ n
E, NI
N
1000° _—
_ZC: -2 E,
¢ 60]190°
B
CalculdeE
Em =Va = 2[49”1‘ } = 7720012 65

= ey (t) = 77262 codat +12° 65)

— Z,=R=2Q

Z,=R=20Q

40 —i;p

Z

3

IN
I

c 'Zj

1

=Ly = 2{

8+

13

1 _[1 1
==+ + .
Zy |2 4-2] 2+4j

|

Z=4

22



2 .
Zrn =E(8+])

[]

Ep= 7,726 VO12,65°

®
B
Générateur de Thévenin équivalent entre A et B.

Remarque

On aurait pu écrire I'impédance du générateur de Thévenin en polaire ou exponentielle,
ou encore en notation phaseur a partir de sa forme cartésienne :

2 ) . 2 1

Zrp = E(S +j) = Zp, e'Prh Zop = |Zrh| = Ev‘65 et @7, = arctan (ﬁ) =7,125°
2 7,125 2

Zpn = V65 el is0 " [ Zpn = V657 7,125°J

23



3.3.2 Théoreme de Norton

impédancedu géneérateude Norton

A
Z,=R=2Q Z,=R=2Q
;N — ZTH

e
<
nNJ Ilm
E, [

Iy

1000°
Jz= -2
Calcul de Iy courant de "court — circuit"

B

L A
Au nceud A: > +2+4j Iy=0
_5+13j 31+3j

N7 1427 5

= 6,23 A £5,53°

iy(t) = 6,23 V2cos (wt +

5,53m
180

24



