Il Circuits électriques en régime variable sinusoid  al

1. Définitions, généralités
2. Dipéles en regime permanent sinusoidal
3. Analyse de circuits en régime sinusoidal

1. Définitions, généralités
1.1 Grandeurs périodiques s(t)

Une grandeur physique est dite périodique, si elle prend les mémes valeurs a intervalles de
temps réguliers : s(t+T) = s(t) ou T est I'intervalle de temps appelé période (unité : seconde).

On définit la fréquence f = 1/T qui indique le nombre de cycles par unité de temps.
La fréquence a pour unité s ou Hz ( Hertz).

S(t) Exemple d'un signal périodique quelconque

t (temps)

Exemple: f=50Hz correspond & 50 cycles par seconde pour une grandeur de période T=0,02 s




La grandeur physique s(t) est dite monodirectionelle si s(t) >0 (ou s(t)<0) Ot

La grandeur physique s(t) est dite bidirectionelle si s(t) change de signe pour t [0, T]

= Question : Comment mesurer la valeur de s(t) sachant que celle-ci change tout le temps ?

O On définit la valeur moyenne notée <s> d’une grandeur périodique de période T par :

1 T
<s>=Tfos(t)dt

s(t)

t (temps)

=T T t=2T

<s> est une constante et représente I'air sous la courbe s(t)

= Question : Que se passe-t-il pour un signal s(t) bidirectionnel symétrique ?

S(t+T/2) = -s(t)

temps  <S$>=0

1T 1 T/2 T
<s>=7fos(t)dt=TU0 s(t)dt+f s(t)dt]=5++5_=0

T/2

Conclusion : il faut définir une autre constante électrique permettant de contourner cette difficulté et qui
apporte un complément d'information sur le signal s(t) étudié.

O On définit alors la valeur efficace notée S, d’une grandeur périodique de période T par :

1 T
ngf = TJ- S(t)z dt
0

Dans ce cas, méme si le signal s(t) est bidirectionnel, I'intégrale ainsi défini, sera toujours positive et non nulle




1.2 Grandeurs sinusoidales

= Pourquoi prévilégier les grandeurs sinusoidales ?

On démontre que toute fonction s(t) périodique satisfaisant a certaines conditions de continuité et de
dérivabilité, peut se decomposer en une somme de fonctions sinusoidales dite “série de Fourier”.

Si s(t) est une fonction sinusoidale alors elle aura pour expression :

s(t) = S cos(wt + @)  avec
¢ s(t) lavaleur instantanée
e S, lavaleur maximum ou valeur créte ou encore amplitude de s(t)
21

* w lapulsation, ¢ = = 2nf (radian- s™1) avec T la période et f la fréquence de s(t)

¢ ¢ laphase al'origine (c’est-a-dire au temps t=0) de s(t) définie par rapport a une référence.

S(t)

La phase est définie par rapport & une référence
arbitraire.

Dans le cas de plusieurs signaux de méme fréquence,
I'un d’eux est utilisé comme origine pour les phases.

Une période entiére correspond a un déphasage de 2m.

Constantes caractéristiques

La valeur moyenne < s > pour une grandeur sinusoidale est toujours nulle

La valeur efficace S,; pour une grandeur sinusoidale est égale a Sm
V2
demonstration
T
1" 1 1+ cos2
S% = FJ- s(t)? dt = TJ- S% cos(wt + )2 dt ’ Rappel: cosx? = %
0 0
SZ (T1+ cos2(wt + @) SA(T1 T cos2(wt + @)
S% ==¢ 7&:—'"[ = dt f ————dt
< et =7 ) 2 T 247 ), 2
szrer” [sin2@wt+@)]"] SA ;T 1 .
o Sk = ?m[[z]o + [T = Tm[E+ i (sin 2(wT + @) — sin 2<p)]
52
o S%4 = 7’" la deuxieéme intégrale est nulle puisque wT = 2m et sin(4m + 2¢) = sin2¢

S,
finalement Seff = —= oubien Sy = SeV2

V2

Remarque importante : pour faire apparaitre la constante caractéristique S dans s(t) on écrira dorénavant :

s(t) = Segr V2 cos(wt + @)




Comparaison de deux sinusoides déphasées de 45°

s(t) = 10 cos wt

T
est en avance de + 3 par rapporta s(t)

La somme de deux ou plusieurs sinusoides est encore une sinusoide

Comparaison de deux sinusoides déphasées de 45° et leur
somme




1.3 Représentations pratiques de grandeurs sinusoidales

—

Soit le vecteur OM de module constant et M un point de coordonnées polaires (p(t), ¢(t)) animé d’un
. . . B R . . d :
mouvement circulaire uniforme autour de I'origine O a la vitesse angulaire constante w = d—(f (rad.s™).

On suppose que le point M se trouve a My a I'instant t=0 (W(t = 0) = OM, ) et fait un angle ® avec I'axe

Horizontale (¢(¢=0)= ®). Les coordonnées du vecteur OM en polaires sont données par :

W=pcos(¢)e‘x'+psin(go)§ orici p=||m|| et dp=wdt e (p(t)=fwdt=wt+

d'od OM = ||W|| cos(wt + De, + ||W|| sin(wt + e,

En coord cartésiennes on écrira: OM = x(t) &, + y(t) e, ce qui conduit aux équations :

x(t) = ||W|| cos(wt + ) s(t) =S, cos(wt + )
y(t) y(@) = ||W|| sin(wt + ) s(t) =S, sin(wt+ )
: d(t)=wt+d Conclusion
: Labscisse x(t) ou l'ordonnée y(t) d’'un vecteur tournant OM a vitesse
u)t: V Mo(tZO) angulaire constante w sont des fonctions sinusoidales, d’amplitude
A PPL la longueur ||W|| et de phase a l'origine ® a ¢=0.
4 |
Sall m’\ : X
o x(t)
Axe origine
des phases

Vecteur de Fresnel tournant

Partant de ce constat, A.] Fresnel propose de représenter toute fonction sinusoidale par un vecteur tournant.
La représentation de Fresnel ou diagramme de Fresnel est un outil graphique permettant d'ajouter, de soustraire,
de dériver et d'intégrer des fonctions sinusoidales de méme fréquence.

En physique, de nombreuses grandeurs peuvent étre des fonctions sinusoidales du temps (ou de I'espace) :

courants i(t), tensions u(t), puissance p(t).

Par analogie : |[OM]| = S,, oubien |[OM]|| = S
*. et w=2nf
1 N
ol
P N
i . \
,’I (,ot \\\Sm ou Seff I:> o St
/I ; \'\ S((\
: é i : X @ Axe origine
d h
o x(t) = s(t) = Sy, cos(wt + ) es phases

> sis(t) représente une tension sinusoidale on écrira alors u(t) = Uy, cos(wt + ) = U V2 cos(wt + )

» sis(t) représente un courant sinusoidal on écrira alors i(t) = I, cos(wt + ) = I V2 cos(wt + )




Exemple pour montrer I'utilité de la représentation de Fresnel

La loi d’Ohm et la 2¢ loi de Kirshhoff portant sur

HOWA M N B
—)—°—| I—‘-' I-'-l l—" I'additivité des tensions, sont toutes les deux

<& vérifiées pour des tensions variables.

U1 u2 u3

Val eff  Phase Ugp (t) = uap (t) + upyy (t) + uyp(t)

uy (£) = 5vZ cos (3¢ + g) s w(®) Up=5V @ = 90° | Uap(t) = us () +uy(t) +us(t)
w(©) = 3VZcos (3t = 7) —> ua(t) U =3V @, = 45°
uz(t) = V2 cos (3t —%) — 5 uz(t) U3 =1V @5 =-30°

On sait que la somme de deux ou plusieurs sinusoides et encore une sinusoide : uy5(t) = Uy V2 cos(3t + @)

Q En représentation de Fresnel chaque tension est représentée par un vecteur tournant du méme nom. La tension
entre A et B s’écrira vectoriellement : ;5 = u; + u; + U3

) 32:450 Diagramme de Fresnel en valeur efficace
2
U, Upg = Uy +U; + Us
U; $4=-30°

$,=490° U, ,~ 3,82V (par construction graphique Powerpoint ,
! e @ graphid POIND ¢ helle 1 1V — 1em
$=~39° (par construction graphique Powerpoint)

\ Axe origine
des phases

K3

% Sion devait passer par un calcul analytique ...

Usp V2 cos(3t + @) = 5v2 cos (3t +g) +3v2cos (3t —%) +2cos (3t —%)

& Upp-+ V2 [cos3t-cosp —sin3¢t-sing] = Sﬁ[cos 3t- cosg— sin 3t - sing] + 3\/7[cos 3t-cos (—%) —sin3t - sin (—%)] +
\/E[cos 3t - cos (— %) —sin3t - sin (— %)]

V2 vz V3 1
o I/AR-[cos3t~cosq}—sin3t~sin(p]=5[—sin3t]+3[cos3t~—+sin3t-— + [cos3t-—+sin3t-=

2 2 2 2
e cos3t~cos<p~UAB—sin3t~sin<p-UAB:cos3t<32£+g>+sin3t<—5+32—ﬁ+%)
3VZ+3 (3v2+v3)’
Upp = [ ———— 22, =" 7 ; 1 2 2
cos¢ - Uyp ( 5 ) - cos¢* Ujp (r4 " o Uk =7[GVZ+3) +(3v2-9)]
3v2-9 . 3vV2-9
—sing - Uy = (‘/—T) (=sinp)? UZ;= —_— L1
o UAR:Z[120+6\/€—54\/7]
Pour la phase : o Un= 223818y
3V2Z+43
3V2Z+43 (—2 )
cosp -Upp = — = cos<p=W:0,782 =|¢ = arcos 0,782 = 38,51°

Conclusion

Apres un calcul long et fastidieux on arrive, certes a des résultats certainement plus précis que I'extraction graphique de Fresnel
mais I'écart n’est que de 0,5° par rapport au calcul et la valeur efficace est quasiment identique a 0,002 V pres.




1.4 Mesures a l'oscilloscope du déphasage entre 2 grandeurs sinusoidales de méme périodes
51(t) = Sqer V2 coswt = S; V2 coswt  avec (S;=S; )
S2(t) = Spepr V2 cos(wt + @) = S, V2 cos(wt + @)  avec (S,=Spefr)

Titre du graphique

‘ Diagramme de Fresnel ‘

M

. @ >0
R=S \ My(t) \
1 | Axe origine

o ¢ H: des phases /

1
R=S, ™

% <0
. My(t)

ATaide d’'un oscilloscope, le déphasage du point M, par rapport a M, s'écrit :

x x
Q= 211} (radian) oubien ¢ = 360° ¥ on peut déterminer le signe de ¢

1.5 Représentation complexe d’une grandeur sinusoidale

O Comment revenir a un calcul analytique avec des fonctions sinusoidales ?

Axe
M(t des imaginaires . )
,,,,,, ® z (affixe du point M)

Y y ;
% i
\ ! \(,0 !

\ : X \ Axe
[e) x o) x des réels
= sizestI'affixe du point M(x,y) dans le plan complexe on écrira: z=x+1iy avec i?=—1 imaginaire pure

= onécriraaussi: z=O0Mcos@ +i0OMsing avec OM lalongueur du vecteur OM

z=0Mcosg +iOMsing = OM [cos(wt + ) +isin(wt+ )] avec ¢ =wt+

Le vecteur de Fresnel OM précédent, représenté dans I'espace complexe, est I'image du nombre complexe :

= SiOM =S, alors z = Splcos(wt + )+ isin(wt + )] et donc [s(t) = Re(z) = S, cos(wt + )]

Notation en électricité

v pour éviter la confusion avec le courant i, on remplace le nombre imaginaire i par j avec j? = —1

v onrempace le nombre complexe z par s(t) avec une barre en dessous pour éviter la confusion avec s(t)




En résumé

s(t) = Sy, [cos(wt + @) + j sin(wt + ¢)]

s(t) = Re[s(t)] partie réelle de s(t) —— Re[s(t)] = S cos(wt + @)

Sm = |§(t)| module de s(t) ——» |§(t)| = \/sz [cos(wt + ¢)? + sin(wt + ¢)?] = S,

m(s)

Re(S)

m(s)
Re(S)

¢ = arg(S) = argumentde S —» tang= et 9= arffan[

Voir le définition de S plus bas

% = cos6 +isinf

= D’autre part, on sait aussi que e’
s(t) = Sy, [cos(wt + @) + j sin(wt + @)] = S, ef@t+e)
s(t) = [Sm €7?] - eIt = [Segr €/9] V2 et

= On défini deux nouvelles caractéristiques de s(t) : S,,, et S

> S, =Sm e/? lamplitude complexe et on écrira: s(t) =S, e/t
> S =S¢ €/® l'amplitude efficace complexe et on écrira: s(t) = SV2 ef®t
O En pratique on utilisera plutdt les Amplitudes Efficaces Complexes (AEC) associées

S = S €/?  eton écrira également: S = S Z@ en notation phaseur

Conventions d’écriture adoptées pour la suite

Ecriture temporelle (valeur instantanée) s(t) = S, cos (wt + @) = Serr V2cos (wt + @)

Amplitude ou valeur maximale Sm
Valeur efficace Seff
Amplitude efficace complexe S = Seft el®
Notation phaseur S = Sets Lo
Amplitude efficace complexe conjuguée E = Sef e Je
Vecteur de Fresnel associé Q’ ou fff’

Exemples

u(t) =100 cos (St +§) V =70,71 VZ cos (St +§) v

Cette tension a pour amplitude maximale 100V, une valeur efficace de 70,71V et une phase de 90°

. T
en représentation complexe on écrira :[g(t) =70,71v2 e1(5t+7) }

LT
Elle a pour AEC : [Q =70,71 e’z V] ou [g =70,71V + %] en notation phaseur




1.6 . Additivité des tensions et des courants

Toutes les lois vues dans le cadre des circuits en courant continu sont applicables au régime variable.

= Additivité des d.d.p (mailles)
= Additivité des courants (Lois aux noeuds)
= Méthodes d’analyse de circuit : Théoreme de superposition, Théoréme de Thévenin et Norton ...

Les opérations sur les valeurs instantanées des grandeurs électriques sont remplacées par des
opérations soit vectorielles en représentation de Fresnel soit algébriques en representation complexe.

< Additivité des d.d.
P u (t) =U, V2 cos(wt + ®1)

—)—é—' I.M.' |_N_| |_.B_ u, (t) = U, V2 cos(wt + ¢,)

u3(t) = Us V2 cos(wt + @3)

u u .
! 2 3 C wap(®) = g (8) + up(6) + us () = UVZ cos(wt + )
‘ Diagramme de Fresnel en valeur efficace | : ‘ En représentation complexe des AEC ‘

Upp =U=U; + U, + U5

U, Ugp(6) = ug (8) + up(8) + us(t) = UVZ e/ @t+9)
f U=U +U,+Us notation AEC
Uel® = Uy e/91+ U, e/%2+ Uy e/93  notation AEC
U ¢=Ui Zo1+U; Loy +Us Lo
% Additivité des courants i (1) = 1,/2 cos( @t + @)

ip(t) = Izﬁcos(wt+(o2)
ig(t) = 13+/2 cos( wt + @3)
() = i (1) + i, (1) +is(t) = | V2 cos( wt + @)

AunceudA: T =T+ 12+ 13 (Fresnel )
L=l +1,+14 (AEC)
soit lel? =1 el +1,el% +1;e!®
ou : IDg=10¢+1,0¢,+1;0¢;

Diagrarmme de Fresnel

Cas : ¢>0, @<0 et @3>0




2. Dip6les en regime permanent sinusoidal

2.1 Loi d’'Ohm — impédance - admittance

A |dipole en _.B_ Le dipdle est soumis & laddp : u(t) =Uy cosd = u =ue®=u
i=i régime ~ il est alors parcouru par un courant i en retard de ¢ (algébrique) sur u:
Zipg )

— it) =1V 2costt-9) = I=1e?

U=Upg

Par analogie avec la loi d’'Ohm, on définit 'impédance complexe Z, d'un dipdle comme étant le quotient de
Upar L.

=——=—=¢el?=7 ¢!

L’ impédance complexe Z du dipble : |Z= 7]
€

Uu_u _u
I

module |Z] :‘%‘ :M:U =Z (Q et argZ=ardJ-arg =+¢

T

ie ) .
L' admittance complexe Y du dipble : [Y=====—_ =Ue'l¢=y ey

=u=—=Y S et argY=argl —argJ =-¢

Exemple de circuit

— R=2Q 1 R=2Q

3
G| v,=8¢e1
} n T
e, () = 10 VZsin (5t +5) w) gl ~ o

valeur efficace = 10 V
phase =0° 1000°

T

D'abord... e,(t) = 102 cos(5t)

e, (t) = 10V2 e/t

Amplitude efficace complexe ¢ .
Amplitude efficace complexe E;=6 elz

E, =10l

3
_un(®) U, 8ela

T m
: =L ——4elz=4j e (t) = 6V2cos (5t +=) (V)
i) Lo 5,05 / ? ( 2)




\;:z e/?=Zcosp+ | Zsing = R + j)‘(‘ module [Z=Z=VR*+X? (Q) et arg;zarctg(

X

R

)

N

Impédance résistance  réactance
complexe

’X:Y e 1?=Ycosp-j Zsing =G+ j‘B‘ module [Y|=Y=yG®+B® (S et arq=arctg{8

G

)

N

admittance conductance  susceptance
complexe

2.2 Impédance élémentaire

2.2.1 Résistance linéaire R

La résistance R est parcourue par un courant alternatif
d’expression :

it)=1J2cos(at) = ur(t)=Ri(t)
= u(t) = RI \Ecos(a)t) =UR\Ecos(wt) avec Upg

= u(t) et i(t) sont en phase

« Diagramme de Fresnel 0

A B
——n— R o=
i=ipg
—
u=ug
=RI

axe des phases

¢ impédance complexe

Zg=R=RO0° module :[Zg|=R

>p=0
Ur=RI

et arg =¢=0

11



2.2.2 Bobine idéale (r=0) L

La bobine (self) L est parcourue par un courant alternatif B
d’expression : - W
=g
—
i i di(t u=u
i(t)=1v2cos(@t) par definiion  u (t)=L % L

:u(t)=—LwI\/§sin(wt)=UL\/§cos(wt+§) avec U =Lwl

= u(t) est en quadrature avance sur i(t)

« Diagramme de Fresnel U =Ll

axe des phases

> p=0

¢ impédance complexe

LT

;LszeJ?:jszLwD+% module :[Z |=Lw et arg:¢=+%

2.2.3 condensateur idéal C

Le condensateur C est parcourue par un courant alternatif
d’expression : - A | | B

i(t)= 1v2cos( at)  par definion  i(t) = ¢ e The
dt U= ug
= u(t) =éji(t)dt =éj 1 /2 cos( wt)dt = 'C‘fsin(ax)

V4 |
cos( wt — — avec U.=——
2) ¢ Cw

12
Cw
= u(t) est en quadrature retard sur i(t)

=>u) =

| axe des phases

 Diagramme de Fresnel 0 >p=0
m
2
Un = I
¢ Cw
« impédance complexe
PR SIUCE L S IRV SIS SR |zo|= == et ag=g-=-
¢ " Cw Cw Cw 2 el cw

NN




2.3 Association d'impédances complexes
2.3.1 Association d'impédances en série

2.3.1.1 impédance complexe équivalente

RO RO R SR P

Exemple 1: circuit R,L (bobine réelle)

A L g U0 =ur®+u ©
= { R D) ——e— |= Z,=Zg+Z =R+ jlLw
Flag € <
. Ug u_ module\;e‘:,lR2+(Lw3 etargze:(p:arctg[l'R—wj
u
ZrL
2 U U.=Lal
O axe des phases
>—> @ = 0 (0] axe des phases
’ 0 RI >9=0
Exemple2: circuit R,C (bobine réelle)
— 1 A 0
A B >
> R | | | -
Sl €——— s B
Ug Uc € m
- u
u(t) = ug(t) +uc (t)
1

= é:;R+;C:R_ja)

_ 2 1 o 1
modul%é‘—1 R +(a)3 etargé—(p—arctg( Rij

axe des phases

) ] 0 1) ¢=
U=Il/ICw Z
u K Zrc ¢

13



Exercices d’'applications

1

C

f =150 Hz C =530,5 pF
module :|Z.|=2Z, 1
J
==——= -2
¢ Cw J

f =150Hz L =23,34mH

module:|Z |=Z, = Lw=2334007° 2Or150=21,997=22Q

Z =jlo= 22j

Z g = ZgtZp =-2j+22j=2
_ Ll —2j-22

S T T e

B
=t = - =1,99999 =2Q A .
Cw 530,500°° 207050

L B

D —

& | —
C

C

2.3.1.2 Diviseur de tension, utilisation des “phaseurs”

Cas de 3 impédances Z,,Z,,Z; en série

I
—)—é—|11|—|12N

U 93

QR

B
Exemple Calculer Ug dans le cas du circuit (R,L)
A 7z | N
1 L=t T
U =10000°
B

A
Up=Zgl=Ul=F—I=U R
Zp+Z, R+ jLw

u. =u(RR=IL@)) _ R? - jLaR
RO R2+ 1202 ) T R%+ %P
2 2
=B B e arg- a2
R?+L%f JRZ+ 2? R

R=3®, Lw=40Q

30 40
U o[ =100——== 60et arg=arctan—— |= @=-59°
L V2500 9 ’E 30} ¢

U, =60v0-59

14



2.3.1.3 Circuit résonant série (R,L,C)

Soit un circuit série (RLC) traversé par un couramiaide alternatifi(t)

i(0=is i(t) = I VZ coswt

Ur

<

u
Par application de la*bi de Kirshhoff aux dipoles R, L et C en série on u(t) = ug(t) + uy(t) + up(t)

Toutes ces tensions sont sinusoidales et auront pour eapress
u(t) = UvZ cos(wt + @)  ug (t) = UpV2Z cos(wt + @) u,(t) = UpvZcos(wt + @)  uc(0)=Ucv2Z cos(wt + ¢¢)

En représentation complexe :
u(t) = Qw/f el®t  avec U= Ue/?v (AEC composé de lavaleur efficace U et de la phase ¢)

up(t) = QR\/E eJ®t  avec Uy = Uye/?R (AEC composée de la valeur efficace Uy et de la phase ¢g)

u (t) = lL\/E /@t avec U, =U,e/%. (AEC composée de lavaleur efficace U, et de laphase ¢,)
uc(t) =U V2 el avec U =U;el?c (AEC composée de la valeur efficace U et de la phase ¢)
u(t) = wp(D) + w () +uc(t) & UVZ ' =Up V2 el 4 1 V2 IO + U V2 el

© UV2 e/t= (U +U, +U;)V2Z /ot

(‘I‘I‘ 550 | | on suppose que le courant i(t)a pour expression :

Pour le courant électrique en représentation complexe on a
i) = L\/E eJ®t avecl = I e/® (AEC composée de la valeur efficace I et de la phas a 1'origine ¢; = 0)

On a vu d'autre part qu’en représentation complexe, le rapion/courant définissait la notion d'impédance Z

jwt U =
ZJ‘,ZQZ&:U—_’* Il en sera de méme pouZ, = — et 7. =—
L V2 elot 1 1 L
En remplagant dans I'équation précédente :
U
U=2zzl+Z 1+ £,£=(£R +2Z +L_,)i = ?=ZR +Z +Z = oll Z, estl'impédance équivalente
Z,=Z Z, Zr =R+ jL o R+jlL - =R La
Lpo=4p +4 +Zip = +l‘m757 +] ,(uf(:m = =R+j =
T . L
module 'Zel =Z,= |R%+ (Lw _E) et argZ, = @z, = arctan C pour la phase

En faisant varier la fréquendelu générateur de tension donculde module de 'impédanc®, devient une fonction de

Tragons avec EXCEL 1'évolution du module de Z, et de la phase ®z, en fonction de la fréquence f (ou w) du générateu

alimentant le circuit

15
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2 R= 350 Ohm
3| €= 210607 Farad
I | l= SO00E02 Henry Titre du graphique
5| Ze |
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7 | 100 31 7579 75555 -87 mog
8 | 120 38 6316 B287.7 -87 £000.0 o
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Iﬂi 160 50 4737 46995 -86 Bt . & o®
1| 180 57 4210 41686 -85 000 |8 r.‘,."'
12 | 200 63 3789 37430 -85 - .'.
1 y 2000.0 (8 .82
13 | 220 &9 3445 33939 -84 .‘l.
14| 240 75 5158 31022 -84 20000 ‘ P L
157 260 82 ?315 28548 -83 S ..C'
16| 280 88 2707 2642.0 -82 ¢ ‘.n....-'
17 | 300 94 2526 24571 -82 a0 w
18 | 320 101 2368 22947 -81 o 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 15000
19] 340 107 2229 21509 81
0| 360 113 2105 20226 -80 Titre du graphique
21| 380 119 1994 1907.4 79 Pze
2| a0 126 1895 1803.3 -73 -
23 | 420 132 1804 17088 -78 BD . . - . ¥
#| a0 138 1722 1622.4 78 o &
b 460 145 1648 15433 T 0 .
26 480 151 1579 14704 -76 o
27 500 157 1516 14030 -76 o w
2| 700 220 1083, 9311 58 200 wo  * 20w 3000 a000
29| 200 283 842 £859.8 -58 g ot
30 ,I 1100 346 689 480.3 -44 ”
31| 1300 408 583 3911 -27 A v
32| 1500 471 505 351.6 -5 20 g
8] 1ssa sz ass_ssoo o [N
24 | 1953 514 388 416.3 33
35| 2353 739 322 5445 50
36 | 2753 865 275 685.6 59
377 3153 991 240 8278 B85
3| 3553 1116 213 3684 69
39 | 3953 1242 192 11069 72
40| 4353 1368 174 12437 74
al 4753 1493 159 13789 75
Lo — ?.}-
module _e| @) pour la phase
il existe donc une fréquence f, ou bien une pulsation w, pour laquelle ona :
Lawy — (‘l =0 c'estadire Lw,=—— oubien LCmOZ = 1.
NATY Cwg
* Résonance
Z, est minimum : Z,=R
U =Lwl
U=Z,let Z,estminimum = | est maximum
v=rl |0 A R L |C| B
1
U=Lwd |V <" <o <o
L Wy ' u u u H
R L c
UC = — | N u 1
Cag b----- A~F—mmmm === ! Ug=liCaw,
~=’
. U =Lyl
U, =Uc 2 Il y a surtension au borne de L et C
Q UL U(_' = Q L(Uo 1 U=z1
- == = == (0]
U u R RCwqy Ur=RI

Q est le coefficient de surtention

Uet | sonten phase
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« Etude de la résonance par variation de la fréquence f ( w=21tf ) En résumé

Résonance pour fy : LCw?= 4TPLCf, =1

I(A)=U/Ze d=déphasage u/i
Ze=R Z(Q)

UR / i

f (H2)

s f (2) fo f ()
Zc
Exemple: R10Q; L=1H; C=10pF. Calculer w, f,etQ ? Z,
ZrLC
_ -1 _ _
LC(‘% =1= Uy = E = 31622 et f0 = 5033Hz (0] axe des phases
Lay _ [ L 0 Z >¢=0
=—0- | > =316 R
Q R R2C 1
2.3.2 Association d'impédances en paralléle
2.3.2.1 Admittances complexes équivalentes
LA —— B
-
U
U
Application de la 1¢ loi de Kirshhoff
I=1,+1,+1, et U=Zyh=ZL=Z353=2.1
s u ~ ~ v ~ /Ui\ s u ™
[=F=Y.U e LZ=Y\U [Lz=Y,U I33=Y5U
AN = , . = /AN =2 NS = >
vy_L v, 8 (1,1, 1)y -
I=e=ntzrz _(gl Zz+13)g_ Wi+Yotla)U=Y. U

I'admittance équivalente au montage en dérivation

avec L Yo=Y, +Y,+Y;

17



Exemple circuit (RC) parallele

C(Yc=jCw)

—
9}

Remarque importante:

D’une maniere générale, pour des dipoles montés en dérivation, on choisit presque toujours la tension
(qui est commune) comme vecteur de référence (aligné avec I'axe ¢=0) dans la représentation de Fresnel, pour
déterminer les phases associées aux courants qui traversent ces dipoles.

lc=UCw

Axe des phases

(p =
I==UR U
2.3.2.2 diviseur de courant
Cas de 3 impédances Z,,Z,,Z; en paralléle
1y
| Y
A B l3=YgU = l,( 2
l, Y +Y,+Y,
I3

I

Exemple : Donner 'expression de I. dans le cas du circuit (R//C) ci-contre si celui-ci est parcouru
par le courant i(t) = V2 cos wt -

En appliquant le diviseur de tension avec les admittances:

PR
T+ Y
L _, e _, JRCw _ (1-jRCw)jRCw
wsl TTRCoTI L TRCa? AT
[ RC
w .
=1 RC)Z+1 (RCw +)
I RC
valeur efficace : Ip = |Ig| = |1 % JRCaP +1 = ,}W)TH

[
I~

hase : =arctan [ ——
phase : ¢ = arctan | Z=—

18



2.3.2.3 Circuit résonant paralléle (R,L,C)

u(t) = ug ) =u () =uc(t)

= Yo =Yp+Y +Y. :%+j

modul#\é

-2

2 2
1 1 1
= +| Cowo——— etargY, =g=arctarR Cw—-—
[Rj ( ij Le=? [ ij

I=Ig+ic+1,

I,=ULw
*Résonance | LCwy?=1 =Y .U lc=UCw
Y, est minimum : Y.=1/R (0]
1=Y, U et )| estminimum = |I| prend une valeur minimale 0 IR:U/R U
U u :
I=Ih= i I, = Loy Ie = UCwy
I,=lc=> ily a surintensité aux bornes de L et C lc=UCwy 1, =ULay,
I R —
L G =
Q:—:—- :Q:—:Rcwo IYeU N
! I Lwg fo) U
I=U/R
Q est le coefficient de surintensité Uet | sonten phase
2.4 Générateurs sinusoidaux
2.4.1 générateurs de tension
* Générateur de tension idéal (impédance interne nulle)
B

A +f~\_ B A (1
(Y _/

EQ ¢ 0 ¢

m

Exemple
—

A f;\ B
o/

&
<

Impose dans la branche entre A et B une tension :

40v 0O

w|y
J

e(t) = epg () = 40«/Ecos(a)t + %) V

19



« Générateur de tension réel (impédance interne non nulle)

2.4.2 générateurs de COURANT

» Générateur de courant idéal (impédance interne nulle)
D S
A < E ; ) B
o ¢

« Générateur de courant réel (impédance interne non nulle)

Impose dans la branche un courant :

<« IO 9 = |i(t) =iga (1) = 15+/2 cos (wt + @) A

Z(Y)

2.4.3 Dualité gén. de tension = gén. de courant

l = |_(—"'
—
E
Ly
I,== Er=Zy-1
g.t. = g.c. =0 Z; g.c.— g.t. ;_ZO =
Ly = 4o
Zo=Z¢

20



2.5 Association dip6le actif et dip6le passif

2.5.1 puissance instantanée
Prenons u(t) =U ﬁcos(a)t) et i(t) =1 ﬁcos(wt - qa)
P = & = v

P(t) = 2U | cos(at ).cos(at - ¢)= 2U | .cos(at)[cos atcos ¢ +sin at.sin ¢]

P(t)=U1 [2.cos2 wt cos ¢ + 2.0s wt .sin wt.sin ga] =U | [(cos 2wt + 1)cos @ + sin 2wt .sin ¢)]
P()=U1 [(cos 2wt cos @ + sin 2wt .sin @ + cos ¢)] =U | [cos (Zwt - go)+ cos ga]

P(t)=U 1l cosg+U | .cos(Zwt - ¢)

2.5.2 puissance moyenne o

Puissance Puissance
- active fluctuante
i A ] | B
| S|
U=Upg

1 2 / .
P =) Pt == [ u()i(tdt = U1 .cos @

Facteur de puisssance : COS ¢

Puissance active :P =Ulcos ¢ (W)

Puissance apparente : P, = U.l (V.A) Si le facteur de puissance est > 0 le dipole est passif
Si le facteur de puissance est < 0 le dipdle est actif

Exemple:

Prenons u(t) = 230 ﬁcos(wt) et i(t)= 18J§cos(wt _%j
U =230V | =18A cos¢g=08 = P(t)=U | cosg+U I cos(wt - @)
P{)max U I cosp+U.l = 7,45 KW

P(t)min U Il cosg-U.l =-082KkW

Avec une puissance moyenne = 3,3kW =U | cos ¢

2.5.3 puissance complexe

Prenons

u(®) =UV2Zcos(wt+@) = U=Ue/® et i(t)=IV2coswt = [=1e/®=]

P=U-I=U-1-e/?=U-1-cosp+jU-I-sing=P+jQ

S=U-1 puissance apparente  ( VA : Volt — Ampére )
P=U-1-cosp puissance active ( W :Watt )
Q =U-I-singp puissance réactive (VAR : Volt Ampére Réactif )
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2.5.4 adaptation d'impédance

E
Puissance mise en jeu dans le dip6le AB d’ impédance Z
s m Z=r+jx 3
\\_’/ L= 71
L
Z=R+jX
Uns
P=U .l
Z E
= — et = —t
~_AB Z+Zt_t LYY Z+2,
po[_Z g || B |- _Z -
z+z, z'+z,| (z+z)
Fgmwz = Re(lj)
: 2 R
On montre que : P, = E| 5 5
(R+r)°+ (X +x)

P, max pour : X - xet R - rc'est adire Z - Z,

3. Analyse de circuits en régime sinusoidal

3.1. Généralités

Toutes les méthodes d’analyse vues dans le cas des circuits en courant continu sont transposables avec les

notations complexes.
Le retour aux “significations physiques” se fait par :

modules => valeurs efficaces
arguments => déphasages relatifs

3.2. Méthode des mailles — méthode des noeuds

3.2.1 Méthode des mailles b-n+1 = 2 équations > 2 mailles Exemple de circuit
M) B~ Za - 23 Ly + s la—Ze Lo+ Ze L2 =0
& E—(Z:+Z:+Zc) i+ (Zs+2c)12=0 (@— Z,=R=2Q A Z,7R=20Q ‘%
& 10-(06-2)L+(#-2)1,=0 )
m(2):~Z3 s~ Z1ls~ B~ ZclatZcli—Z3la+ 2311 =0) o z=4
& —(Zy+Zi+Zc+23) - E+(Ze+23)11=0 Ell ~ L[T
& —(6+2)I,—6j+@—2))1;=0 1y I, N
- 1000° l
(6-2/) I,-(4-2)) I,=10 | Z=-2j TEz
-2 1, —(6+2)) I =6f
6090




Résolution du systéme d’équations par la méthode de combinaison (préférable a la substitution car plus de calculs)

(6-2) Li—(4—2) I =10 X©+2)
“-2D) 1, -(6+2)) I, =6/ x_(4-32)
N

On multiplie les 2 équations pour éliminer [,

Il vient en faisant la somme membre a membre :

6-2) (6+2))1,—(4-2)) (4=2)) [, =10(6+2j) —6] (4—2))

281,+16j [, =48—-4] o (7—4)[,=12-11j

_12-j (12-j) (7-4j) 80-55 16-11j
VT O+4) T+4)0T-4) 6 13

=

I~

Détermination de la valeur efficace I, et de la phase du courant I;
+90°  Angle orienté

Vi6Z + 112
valeur efficace: Iy = |I4| = g - 14934 Sens trigonométrique
sing >0 etcosp <0 sing > 0 etcosg >0

Pour la phase ¢ :
11 I ‘3 (¢>0)

16 11

N =ﬁ—jﬁ=hew=ll (cos@ +jsing) avec € [—-m,m)

11 ,
i3 16-j11

e (cos@ + jsing) =

16 -11
& C0SP=———— et Sinp =—————== ¢ E auquartdecercle IV
V167 +112 V162 + 117 -90°
-11 11
et tang = =T = ¢ = arctan T3 = —34,51° donc ¢ € bienau quart de cercle IV

I V162 + 112

I

sing <0 etcosp <0

I\ )(¢<0)
sing <0 etcosgp >0

on obtient finalement

Pour la phase ¢ :

—-126

Expression temporelle du courant I,:

et tangp = — = ¢ = arctan
deux solutions 86,82° et (86,82° — 180°) puisque

ce qui vérifie bien @ € au quartier IT1
93,18

on obtient finalement : [, =1,944 ./ —93,18° | i,(t) = 1,94V2 cos (cut ~"7&5 n)

1, =1493 4 /- 3451°

; 34,51
i, (t) = 1,493 V2 cos (c.ut ~Tin n)

7 _.126

16 — 11j
Enremplagant [, = Tj dans le systéme d’équation, on obtient pour [,
, -7 —126j
L=
V7% +126%
valeur efficace: I = |I,| = - 1,94 A

-7 126 .
= j—— = Lei% = i si
L = /e Le I, (cos @ + jsing)

~65 165 _ —7—Jjl126

La solution a retenir est donc ¢ = —93,18°

< (cosg +jsing) = 5 = T

- -126
& s =——— et sihg =———= ¢ € auquartde cercle [II
V7 + 1262 V7% + 26

tan ¢

126
(— = 86,82° donc ¢ € auquart de cercle [ mais la fonction tangente admet

= tan(r — ¢)
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Pour le courant dans la branche centrale

Lol6-11 —7-126) 87+ 71

be=L-L 13 65 65
V872 4+ 712
valeur efficace : I;p = |Lw| =— = 1,734
Pour la phase ¢ :
87 71

gﬂ=§+jE=IABef"’=IAE (cosgp +jsing) = ¢ € auquartier /

71 71
et tang = 7 = (@ = arctan (E) = 39,22° donc ¢ € auquartier/

on obtient finalement :  [,45 = 1,734 £ 39,22°

39,22
iap(t) = 1,73 V2 cos (cut o rr)

Expression temporelle du courant |;:

Référence des phases ¢=0°

Diagramme de Fresnel

3.2.2 Méthode des noeuds Exemple de circuit

Au noeud A: A
E+Vp—Va Ve-Va E+Vp—Va_, — Z,=R=2Q = Z,=R=2Q
Zy Zy+Zc L+,
10+ Ugy . Usa 5f+QsA= 74
2 -2 2+ 4 a a=4
11
11 1 6f ell ~
Uppl =+ —=+5—=)=-5-— =t N
@—“(2 1_7 2+4j) T+ N
1 1 \1 6/ \1 1000°
“%A(1+ﬁ+m)3-‘5‘(1+2j)3 .
, i X Z:=-2j E
Upa (1425 L2 8) o o (22Y
& Upy 5 =)= 5 ! 60190°
B

, . 2 .

Upa =7,726V £ —167.35°
2v49?% + 112

valeur efficace :  Ugy = |Ups| = 5 =7,726V

Pour la phase ¢ :

98 22 .
QAH:—ﬁ—jﬁzlngemzugA (cos@ + jsing) = ¢ € auquartde cercle Il

=22 22
et tangp = —— = ¢ = arctan 98/ = 12,65° donc ¢ € auquart de cercle I mais la fonction tangente admet

-98
deux solutions 12,65° et (12,65° — 180°) puisque tan @ = tan(m — @)

ce qui vérifie bien @ € au quart de cercle Il

La solution a retenir est donc ¢ = —167,34°
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En revenant a chaque courant de branche

1 16— j11 11 °
11=E[10+EBA]=T:JI=M|‘=1’49A et arctan kT3 = —34,51
[ l6j +U ]77”126—m‘ ~ 1044 etarctan( 2°) - 86,620
172+4} Ji Upal = 65 = 2= 1) et arctan 7 = i

Pt (] = -T2 1734 erarctan | Z22) = —140,78°
L= [Uaal = ——45 = LrsA etaretan| Tgg )= '
Remarque

Le courant déterminé précédemment pour la branche du milieu et celle de droite va de A vers B or ici

présence du signe moins.

Pour le courant dans la branche de droite :

A
— Z,-R=2Q 1 Z,=R=2Q
" " 7+ 126§
par la méthode des mailles : [, = “ %5 - 1944 £ —93,18°
5
’ 7 +j126
par la méthode des noeuds: [, = ——= 1,94 A /86,82° ]
= 65 b
~ @
La somme des deux angles en valeur absolue est égale a 180° g |

I,
I
/ 1000°
* 8682°
- > ,

-93,18°
Cela correspond simplement a un changement de sens B

I'application de la méthode des noeuds exige, par convention, que tous les courants arrivent au nceud A d’oti la

3.3. Théoréme de Thévenin et Norton

3.3.1 Théoréme de Thévenin

Détermination du générateur de Thévenin équivalent entre A et B

A A
— Z,=R=2Q Z,=R=2Q = Z,=R=2Q Z,7R=2Q
4 7=
Z=4 c Z
(@] L
T T
E\ ~ N K
N N
1000°
Z=-2 E =2
60190°
B B
CalculdeE 1 [1+ 1 ) 1 }
B AV :2[49;'311’} = 7726V012 65 Zyy |2 4-2)] 2+4]
8+ ]
=2y =
= ey €)= 7726V 2coqut + 12 65) TH [ = }
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2 .
Zrn = E(S +))

— 1=

©

Eq= 7,726 VO12,65°

B
Générateur de Thévenin équivalent entre A et B.
Remarque

On aurait pu écrire 'impédance du générateur de Thévenin en polaire ou exponentielle,
ou encore en notation phaseur a partir de sa forme cartésienne :

2 . . 2 1

Zyp =58+ )) =Zpy e'¥m™ Zpy = 2] = 3ves et @rn = arctan (g) =7,125°
2 7,125 2

[Zm = E‘/(’S eJW”J [g,,l = E\/éSL 7,125=]

3.3.2 Théoreme de Norton

impédancedu générateude Norton A
Zy =Zy

Z,7R=20Q

Calcul de Iy courant de "court — circuit"

) B
P LUI.) S
Aunceud A: 2+2+” Iy=20
5+13; 31+3j
= = = 6,23 A /5,53°

I =
N1 425 5

iv(t) = 6,232 t+5'53n
in(t) =6, cos | wt +—=5
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£ E
u(®
En représentation réelle En représentation complexe
U U
Do o
U axe des phases
|0 Uy >
Ur UE -0 Choix arbitraire

En valeur absolue les longueurs sont égales :

[Uc = Uyl = |Uc = U]
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1:=UCw

IC =UCw
Axe des ph r
,,,,,,’9‘?,,(;?_]?6‘?,555,,, +§
lg=U/R U .. Axe des phases
(p =
U
Axe des phases . Axe des phases .
D —— e e e —— AR st
= P =
I;=UR U T U
2
I U
L™ Lw

Axe des phases

>

>
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100045°

@

Rs=20 Q

(
E(D

100045°

1y

R,=20 Q

- ®
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100 (000000) (000000)
j16 © 50
10 VII0° (@
l 10 VOI90°
40
B
AAARAA Y A
(000600 (T00300)
j16 © 50
Circuit rendu « passif »
40
B

o0

16 Q
10 VOO° CI:D

l 10 vO90°

j16 Q
(i )
10 vOo° (lj)
l @ 10 vO90°

j4Q
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15
Zrn = 7(1 +)

) 4
Iv=-50+3)

15
Zn =7(1 +)

A B
1 | |_
—
Ery =501~ j2) CDD T__C
B
| P
G
[=}
= Z=-j100Q
<
TC@ = z=i00 B
E = 10V.£0° ) o P
g :
]
<
Zog= 5(14) 2

{ =j100

31



32



