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Dans un repére cartésien orthonormé R(O,éx,éy,éz), on étudie le mouvement d’une particule

astreinte a se déplacer sans frottement sur la surface interne (S) d’un cone renversé fixe de sommet

O et d’axe (O,€,). On assimile cette particule & un point matériel M, de masse m.
Z

On utilise un systéme de coordonnées cylindriques 4
p, §, z et le repére local orthonormé correspondant

R(M,E,,€,€,) (figure 1), de sorte que :

OM = p8, +z8,

Les coordonnées de tout point M O (S) satisfont la relation
P =az quelque soit ¢, (a constantgositive,z > 0).

La particule est soumise exclusivement a deux forces :

- son poids P

- etlaforce de contact ou de réaction R exercée par la surface * (9
interne (S) du céne.

I- Principe Fondamental de la Dynamique X Figure 1.

a) Pour tout point se déplagant sur (S), on utilisera O,@ et leurs dérivées par rapport au

temps comme variables indépendantes : donner I'expressions des vecteurs V), €L}, .

b) Que peut-on dire du produit scalaire IQ.VM ? Montrer que I'une des composantes de la

réaction R satisfait I'équation Rw =0, et en déduire une relation entre les composantes
R, et R,.

c) Ecrire sous sa forme vectorielle le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a la
particule. En déduire, par projection sur la base (M,E,,€,€,), trois équations

différentielles du mouvement en fonction de R,, R, p, @ et de leurs dérivées.

d) Montrer que ,02(0 est une grandeur qui ne dépend pas du temps. On appelle K cette
grandeur dans la suite du probléeme.




e)

f)

)

A laide de la relation entre R, et R, obtenue en b), éliminer R etR, des équations du

mouvement obtenues en c) et trouver I'équation différentielle du mouvement en fonction de
L. @, etde leurs dérivées (premiéres et secondes) par rapport au temps.

En utilisant le résultat trouvé en d), exprimer I'équation précédente uniquement en fonction
de O etde ses dérivées (premiéres et secondes).

A quelles conditions peut on obtenir une trajectoire circulaire. Montrer alors, que le module
de la vitesse reste constant, et le calculer. On appelle V. cette valeur.

[I- Etude énergétique

a)

b)

Exprimer I'énergie cinétique E. en fonction de 0, @, et de leurs dérivées par rapport au
temps.

Exprimer I'énergie potentielle E, en fonction de o (on prendra l'origine de I'énergie
potentielle au sommet du cone O).

L’énergie mécanique totale E. + E, = E du point M se conserve-t-elle ? Le justifier.

En introduisant la relation trouvée en I-d), exprimer I'énergie totale en fonction de 0 et de
sa dérivée.

En dérivant I'énergie totale par rapport au temps, retrouver I'équation différentielle satisfaite
par O et ses dérivées obtenue en I-f).

[ll- Etude du Moment cinétique

On considére un point C situé sur I'axe du céne (O,€,) a une hauteur h, c’est a dire que OC = hg,.

a)

b)

d)

Ecrire les composantes du vecteur CM = OM —OC dans la base (O,é 8 éz).

Rappeler la définition du moment cinétique J. par rapport a C du point M, animé d’une

vitesse V.

Exprimer les composantes du moment cinétique 0. en fonction de o, PO, ¢ a et h.

Montrer que la projection du moment cinétique J. sur I'axe (O,éz) est une constante du

mouvement. Que peut-on dire de la projection sur l'axe (O, éz) du Moment de la résultante
des forces appliquées au point M ?

- Fin -



