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Dans un repére cartésien orthonormé R(O,éx,éy,éz), on étudie le mouvement d’une particule

astreinte a se déplacer sans frottement sur la surface interne (S) d’un cone renversé fixe de sommet

O et d’axe (O,€,). On assimile cette particule & un point matériel M, de masse m.
Z

On utilise un systéme de coordonnées cylindriques 4
p, §, z et le repére local orthonormé correspondant

R(M,E,,€,€,) (figure 1), de sorte que :

OM = pe, + zg

Les coordonnées de tout point M O (S) satisfont la relation
P =az quelque soit ¢, (a constantgositive,z > 0).

La particule est soumise exclusivement a deux forces :

— Y

- son poids P

o . ) e 4
- etlaforce de contact ou de réaction R exercée par la surface * F @\
interne (S) du céne.

I- Principe Fondamental de la Dynamique (9 points  )x Figure 1.

a) Pour tout point se déplagant sur (S), on utilisera O,@ et leurs dérivées par rapport au

temps comme variables indépendantes : donner I'expressions des vecteurs V), €t J), .

Onsaitquev,, =—— = +pgE, + B, = P&, + pgE, +

doM _ .. . . D
dt g g&TPE

8,)+ OgE,

Q[+

I T - o . o\ - SN o
Yu = P(E, +Eez)+,0@¢+,0¢!3¢+,0¢6¢—,0(026p :(p—p{pz)ep + (20 @+ pqp)e{p+§eZ

Fo = (0~ pif)e, + @D+ piv, + L,




b) Que peut-on dire du produit scalaire I?Q.VM ? Montrer que I'une des composantes de la

réaction R satisfait I'équation Rw =0, et en déduire une relation entre les composantes

R, et R,.

SandrottementlaforcederéactionR estperpendicilaire ala surfacgS)du cone Parailleurs,
onsaitquele vecteur tesseest toujous tangentala trajectore.Commecettederniéreestinscrite

surlasurfacdS),le vecteur itesseestdonctangeni (S)en toutpoint.
Le produitscalairgRv,, = 0. 6))

Dansla basdocalelaréactionR s'écrit: R = RE,+RE,+RE,

Le vecteumnitaireg, est tangeta(S)en toutpoint:

Re,=0 - [R& +RE, +RE]6, =R =0
Revenonsal'équation(1):

RV, =0~ [R&, + Rzéz].[p(ép +1a) +p¢:n¢,} =R +PR =0
a a

Commecetteéquatiorest vraié 1p, |R, +1 R,=0 (2
a

c) Ecrire sous sa forme vectorielle le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a la
particule. En déduire, par projection sur la base (M , €

51 €4, €,) , trois équations

différentielles du mouvement en fonction de R,, R, p, @ et de leurs dérivées.

Deuxforcessontappliquéesiupoint M, telque:

P+R =my,
DanslabasgM,€,,&,,€,)

~ME, +RE, +RE, = m((b- PPV’ + (20 9+ P8, +§ézj
R,=m(p-p¢) (3)

0=m@og+ pih (@

Rz—mg=m§ (5)

d) Montrer que ,02¢ est une grandeur qui ne dépend pas du temps. On appelle K cette
grandeur dans la suite du probléeme.

Montronsquela dérivéeparrapportau tempsie p*gestnulle:

a(pz(ﬂ) =2ppp+ p’9= pRpe+ pg) = 0 d'apreg4).



e) A laide de la relation entre R, et R, obtenue en b), éliminer R, etR, des équations du

mouvement obtenues en c) et trouver I'équation différentielle du mouvement en fonction de
L. @, etde leurs dérivées (premiéres et secondes) par rapport au temps.

D'apredarelation(2): R, +%RZ =0
P+R=my,
En utilisantle systemeal'équation(4) et (5):

m(b—p{'ﬂz)+1(m£+mgj =0
a a

pliglovgo ®

f) En utilisant le résultat trouvé en d), exprimer I'équation précédente uniquement en fonction
de O etde ses dérivées (premiéres et secondes).

Onsaitquep’p= K enremplacantang(6):
2
a o a

g) A quelles conditions peut on obtenir une trajectoire circulaire. Montrer alors, que le module
de la vitesse reste constant, et le calculer. On appelle V. cette valeur.

Sila trajectore du mobite estcirculaire cele signifie que o = p = 0. L' équatior(7) devient

2 2 2
_K_3+E=o :>p3=aK = ,o=constant€=,l=3,/aK
P a g g

D'autrepart V,, :,b(ép+%éz)+ p¢é¢ quidevient
Lo _ - - K _K_ g e 1 .lgK
Vv = PgE, = ||VM||—,0¢—,0?—;—K3 pralli vC—||vM||—3,/7

[I- Etude énergétique (5 points)

a) Exprimer I'énergie cinétique E. en fonction de ©0, @, et de leurs dérivées par rapport au
temps.

N~

o, 1 (.. 1 V1 (. 1 :
Ec=-m §=§m(p(ep+;ez)+p¢e¢j =Em(p2(1+—2j+p2¢fJ

E. =%m(,02(1+%j+,02¢2j )




b) Exprimer I'énergie potentielle E, en fonction de o (on prendra l'origine de I'énergie
potentielle au sommet du cone O).

L'énergiepotentielegravitationellepourg constantapourexpression
E. = mgz+ constanteAu pointO, z = OetE, = 0= constante= 0

E.=mg?  @©
a

c) L'énergie mécanique totale E. + E, = E du point M se conserve-t-elle ? Le justifier.

Laseuleforcequi travailleestuneforcequidérived'uneénergigotentiele.Cetteforce
étantconservatie,le systemestdoncconservafi ParconséquenténergigotalekE est

uneconstantelu mouvement

d) En introduisant la relation trouvée en I-d), exprimer I'énergie totale en fonction de O et de
sa dérivée.

E:EC+EP:%m(p (1+;j+p2¢2j+mg£

2
A O
2 a yo a

e) En dérivant I'énergie totale par rapport au temps, retrouver I'équation différentielle satisfaite
par O et ses dérivées obtenue en I-f).

2

ce @ 4 m p2(1+i2j+K—2 +mg£ =0 (systemeconservaif)
dt dt| 2 a P a

2 .
lm(zp,b(hizj— 2K3 p]+mg£:0
2 a P a

2 2
o, p{p[h%j-K—wgi}o = k]S 2m0 e

a P a a o a

[ll- Etude du Moment cinétique (6 points)

On considére un point C situé sur 'axe du cone (O,&,) & une hauteur h, c’est a dire que OC= he.

a) Ecrire les composantes du vecteur CM = OM - OC dans la base (O,ép fg T@) )

CM =p8&,+

CDl
j



b) Rappeler la définition du moment cinétique J. par rapport a C du point M, animé d’une
vitesse V.

G. =CM Omyv

c) Exprimer les composantes du moment cinétique J. en fonctionde o, 0, qo a et h.

G.=CM Dm\7=(pép+[§—hjézj[]n'(p(ép+%éz)+p¢éwJ
7, =mp'i(e, 08) +m 2 (e, 08) +{ £ - (e, 08+ { £ ~h |oite, O,
a a a

O. = mp2¢éz -mhp éw = m(g = hjp{bép

d) Montrer que la projection du moment cinétique O, sur l'axe (O,éz) est une constante du

mouvement. Que peut-on dire de la projection sur l'axe (O, éz) du Moment de la résultante
des forces appliquées au point M ?

La projectiondu momentinétiquesurl'axe(O,€,) estdonnéepar:

0., =0.8,= (m,oquéZ -mhp§, - m[g - hjpgbépj.éz =me*p=mK = constan

o., = MK, lacomposantenz du momentinétiqgueestuneconstantelu mouvement.
Parapplication du théoreredu momentinétique

d(;c = Momentdes forcesappliquéespar rapport au pointC = M(ﬁ+§)/c

Comptetenudecequi précadeon a dg;;z 0= d(a;lctBZ) = dda;c &

do. . - _ o , .
Or dtc .6, =0=M ;.5 ,c& = 0, laprojectionsurl'axez dumomentdelarésultanteles

forcesappliqguéegstuneconstantelu mouvement

- Fin -




