T.P. numéro VI

Manipulation de matrices. Résolution de
systemes linéaires

1 Point de vue mathématique

1.1 Position du probleme

Le calcul matriciel se révéele étre un allié puissant dans de nombreux problemes de physique. Parmi
les applications de cet outil, on trouve la résolution de systemes linéaires. Ce probleme a été abordée
lors du T.P. | a propos d’'un systéme tres simple de deux équations a deux inconnues. On se propose
de généraliser le traitement a des systemes linéairesédgiations a inconnues. Soit le systeme
Suivant :

A1 Xy +ApXo + - -+ AnXy = bl «— L]_
Ap1X1 + AxpXp + -+ + AxnXy = 1y — L
(S):
An X1 + 8n2Xn + -+ + 8nnXn = by — Ly
ou la solution recherché est un vectexr, &, - - - , X,), les paramétres du probléme étant lesfitoe

cientsa;j eth.

L'étude du systeme linéaire du T.P. | nous a montré qu’il fallait étre prudent dans le choix de la mé-
thode de traitement, erffet, nous ne sommes pas intéresseés par le traitement d’'un seul systeme, mais
par la construction d’'un programme permettant de résoudre un grand nombre de systémes linéaires
différents (un code permettant la résolution de n'importe quel systéme linéaire serait I'idéal). Nous
recherchons donc une méthode robuste et performante dans un tres grand nombre de cas.

1.2 Méthode du pivot de Gauss

La résolution d’'un systeme linéaire consiste a transformer le systeme de départ en un égsiieme
valentplus simple a résoudre. Les opérations suivantes transforment un systéme en un autre systeme
équivalent :

— Echange de deux lignes Li «— L;

— Combinaison linéaire de deux lignes; — L; + AL
La méthode du pivot de Gauss permet de résoudre le systeme linéaire de facon systematique et est
donc trés facilement adaptable a un traitement par I'ordinateur. Le but est d’obtenir un systéme équi-
valent sous forme triangulaire :

@11X1 + Q12X + - + @1 X = B1
@22Xp + ++ + @onXn = B2

(S):

AnnXn :,Bn

gue l'on peut ensuite résoudre aisément (si le systeme n’est pas singulier) en « remontant » : on
détermine a partir de la derniére équation l'inconmye= Bn/an, PUiS successivement toutes les
autres inconnues,_1, X,—2, ... car connaissant les inconnues, ..., X,, on obtientx, comme solution

d’'une simple équation linéaire a une inconnue.
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Principe de la méthode Supposons que le systéme ait une forme triangulaire surlepremiéeres
lignes. Il reste donc le sous-systeme-(i + 1) x (n—i + 1) :

aiXi + -+ &nX, = by

aniXi""""‘annxn:bn
1. Par permutation de lignes, on fait en sorte gue: 0 : L; «— L; aveca; # 0.
Si tous lesa; sont nuls pouy allant dei an, on a en fait un sous-systenme-{ i) x (n— i) pour
les inconnues. 1, ... Xn.
2. On ajoute a toutes les ligngspour j allant dei + 1 an la ligne i multipliée par—a;i/a; :
Lj —> I—j - (aji/a“)Li.
Ainsi on annule le ca@icient devant; pour les ligneg allant dei + 1 an.
Apres ces deux opérations on a obtenu un systéme sous forme triangulairei suretegeres lignes
et il reste un sous-systeme- i) x (n—i). Il suffit donc, pour mettre le systeme de départ sous forme
triangulaire, de répéter ces deux étapes pallant de 1 an - 1.
Une fois sous forme triangulaire, on peut voir aisément si le systeme est singulier :

— si aucun des éléments diagonagxn’est nul, le systeme admet un vecteur solution unique ;
— sinon, le systeme est singulier.

2 Point de vue programmation

Le systéeme de départ est représenté par la matrice de dimensigm+ 1)

a1 ... A bl
A1 ... QAo b2
dnl ... Gnn bn

qui est stockée en mémoire sous la forme d’'un tableaN] [N+1]. Le vecteur solution (éventuel)
sera stockeé dans le tablesoil [N].

Remarque : En C, les tableaux passés en argument a des fonctions le sont automatigpament
adressdcf. T.P. V), c’est-a-dire que I'on peut modifier les valeurs de ses éléments dans la fonction
appelée.

Cahier des charges La résolution du systéme gfectue en trois étapes :
1. mise sous forme triangulaire ;
2. vérification de I'existence d’un vecteur solution unique;;
3. «remontée » du systeme

En pratique, le codage doit donc faire intervenir les fonctions de base suivantes définies par I'utilisa-
teur :

Entrée-sortie

— EntreeSysteme() pour lire les paramétres du systeme;;
— AfficheSysteme () pouffiicher le systeme a I'écran;
— AfficheSolution () pourféicher le vecteur solution.

Opérations élémentaires sur les lignes
— EchangelLignes() pour échanger deux lignes de la matrice ;
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— CombineLignes() pour faire la combinaison linéaire de deux lignes.
Méthode de Gauss

— Triangule () pour rendre la matrice triangulaire ;

— AdmetSolution() pour vérifier que I'on dfaire a un systeme admettant un vecteur solution
unique;

— Remonte() pour calculer les solutions a partir du systéme triangulé.

On se propose d’écrire un programme qui permette de résoudre les systémes de dimension inférieure
ou égale a 9. Ce programme sera écrit pas a pas en contrdlant chacune des étapes et appliqué, afin
d’illustrer son bon fonctionnement, a la résolution du systemel4uivant :

2%, + 4% + 2X3+ X4 =3
X1+ 2% +4%3+ 2% =1
X1+ 2%+ X3+2% =0
A%+ X+ 33Xz + 4%y =2

[Exercice VI.1] Entrée-sortie
Télécharger le début de programueeuss.c

1. Compléter les fonctions EntreeSysteme() gicheSysteme (). On ferdicher le systeme sous

la forme :

Systeme :

| 2.0000*x1 + 4.0000%x2 + 2.0000*x3 + 1.0000%x4 = 3.0000
| 1.0000%x1 + 2.0000%*x2 + 4.0000%x3 + 2.0000*x4 = 1.0000
| 3.0000%*x1 + 2.0000*x2 + 1.0000%*x3 + 2.0000*x4 = 0.0000
| 4.0000%x1 + 1.0000*x2 + 3.0000%x3 + 4.0000*x4 = 2.0000

2. Vérifier que I'dfichage convienne aussi pour des systemes d’autre dimension.

Remarqgue : Pour ne pas avoir a saisir les parametres du systéme a chaque exécution du programme,
on peut créer aveamacs un fichiersysteme contenant :
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242173
12421
32120
41342

Il suffira ensuite d’éxecuter le programme en tappant :
./a.out < systeme

|Exercice VI.2| Opérations élémentaires

1. Ajouter au programme les fonctions EchangelLignes() et CombineLignes() avec leurs argu-
ments.

2. Vérifier que le systéme obtenu effextuant successivement la permutatiogn—— L, et la
combinaison linéairé, — L4 + (—2)L, (en appelant les deux fonctions écrites au 1. dans le
programme principal) est bien équivalent au systeme de départ.
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Remarque : 1l est possible de transférer dans un fichiertie le résultat &iché a I'écran en exécu-

tant :
./a.out < systeme > sortie

[Exercice V1.3] Triangularisation
On exécutera le programme a chacune des étapes ci-dessous pour s’assurer d’obtenir les résultats
escomptes.

1. Remplacer les appels aux fonctions EchangeLignes() et CombineLignes() du programme prin-
cipal par un appel a la fonction Triangule ().

2. Ecrire la fonction Triangule () en appliquant tout d’abord les opérations décrites dans le §
« Principe de la méthode » pous 1 :

(a) déterminer la premiere ligng(j > i) pour laquelles;; # 0;
(b) effectuer la permutation des lignest j si nécessaire ;

(c) réaliser les combinaisons linéaires pour annuler Iéfment enx; de toutes les ligneg
(j = i) si nécessaire.
3. Faire en sorte que la fonction Triangule () répéte les opérations précédentésianirde 1 a
n-1.

|Exercice VI.4| Résolution du systeme triangulaire

1. Ecrire la fonction AdmetSolution() qui doit retourner 1 si le systéme admet un vecteur solution
unique et 0 dans le cas contraire.

2. Dans le programme principal, ajouter I'appel a la fonction AdmetSolution() et aux derniéres
fonctions Remonte() et ficheSolution () si le systeme admet un vecteur solution unique.

Afficher un message a I'écran si le systeme n’admet pas de vecteur solution unique.
3. Ecrire la fonction Remonte() qui renvoie le vecteur solution dans le talsiehu
(a) Déterminer tout d’abord I'inconnue a partir de la lignd.; du systéme qui s’écrit :

n
@i X + Z @ijXj = i

j=i+1
en supposant toutes les inconnuggonnues pouj > i + 1 et stockées dans le tableau

sol.

(b) Faire en sorte que la fonction Remonte() répéte I'opération précédentegilaunt den a
1.

4. Ecrire la fonction AficheSolution () et vérifier le résultat obtenu a I'exécution.
5. Vérifier le programme sur le systeme singulier :

2X1 + 4% = 4
X1+ 2% =1
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Listing des codes a télécharger

Code gauss.c

#include <stdio.h>

#define N 10
int n;

void EntreeSysteme (double a[N][N+1]) {
/* a compléter =/

}

void AfficheSysteme (double a[N][N+1]) {
/* a compléter =/

}

int main() {

double mat[N][N+1];
double sol[N];

int i;

printf ("Entrez la dimension du Systéme (<9)\n");
scanf("%d",&n);
for (i=1; i<=n; i++) sol[i] = 0;

EntreeSysteme (mat);
AfficheSysteme (mat);
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